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Robuste Optimierung

In der Optimierung bestimmt man im Allgemeinen optimale Losungen in der
Annahme, dass die Eingabedaten exakt bekannt sind. In der Praxis ist dies jedoch
haufig nicht der Fall, da Messfehler, Rundungsfehler oder andere Unsicherheiten
in den Problemdaten auftreten kénnen. So kann es sein, dass eine Problemlosung
bei etwas gednderten Eingabedaten unbrauchbar wird, da sie sehr weit von der
realen Losung entfernt liegt oder gar fiir das Problem unzuléssig ist.

Einen Ausweg aus dieser Situation bietet die robuste Optimierung. Hier wer-
den zusétzlich zu den Eingabedaten Toleranzen angegeben. Gesucht wird eine
moglichst gute Losung, welche fiir alle innerhalb der Toleranzen liegenden Ein-
gabewerte zuléssig ist.

Das vorliegende Vorlesungsskript wurde anhand des 3.Teils der Vorlesung ,,Ro-
buste Optimierung® erstellt, welcher ab Juni 2008 an der Universitdt zu Koéln
gelesen wurde. Dabei wird kein Anspruch auf Vollstandigkeit oder vollsténdige
Ubereinstimmung mit der Vorlesung erhoben.
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6

6.1

Stochastische Optimierung

Ein Beispiel

Beispiel 6.1. Ein Bauer muss entscheiden, was er anbaut: Weizen, Mais oder
Zuckerriiben. Hierfir hat er Einschrinkungen.

Er besitzt 500 ha Land.

Er bendtigt 200 t Weizen und 240 ¢ Mais als Viehfutter. Er kann dies selbst
anbauen oder kaufen. Uberschiisse werden verkauft.

Der Verkaufspreis ist 170 Euro/t fiir Weizen und 150 Euro/t fiir Mais. Der
Einkaufpreis ist jeweils 40% hoher.

Zuckerriben konnen fir 36 Euro/t verkauft werden, aber wegen der EU-
Quote nur bis 6000 t. Alles dariber bringt 10 Euro/t ein.

Die Pflanzkosten betragen 150 Euro/t fiir Weizen, 230 Euro/t fiir Mais und
260 Euro/t fiir Zuckerriben.

Die Ertrige sind erfahrungsgemdfS 2.5 t/ha fiir Weizen, 3 t/ha fir Mais und 20
t/ha fir Zuckerriben.

Wir wollen die Aufgabe zundchst ohne Zufall modellieren. Wir verwenden hierfiir
die folgenden Variablen:

xy =Fldche fir Weizen (in ha)

xo =Fliche fir Mais (in ha)

x3 =Fldche fiir Zuckerriben (in ha)

y1 =gekaufter Weizen (in t)

yo =gekaufter Mais (in t)

wy=verkaufter Weizen (in t)

wo=verkaufter Mais (in t)

ws=verkaufte Zuckerriiben (in t) zu hohem Preis
wy=verkaufte Zuckerriben (in t) zu niedrigem Preis.

Wir losen somit das folgende lineare Optimierungsproblem (LPL)



15021 + 230x2 + 26023 + 238y; + 210y,

—170w; — 150wy — 36wz — 10wy — min
s.d. 1+ X9 + X3 S 500
2.51’1 + Yy —wr > 200
(LPL) 31’2 + Y2 — Wo > 240
20.3(73 — W3 — Wy > 0
wy < 6000
T, T2, T3, Y1, Yo, W1, W, w3, wy = 0.

Die Optimalldsung fiir dieses Problem ist x1 = 120, x5 = 80, x3 = 300, y1 = ys =
0, w; = 100, wy = 0, ws = 6000 und wy = 0. Es werden also der selbst bendtigte
Mais produziert und 6000t Zuckerriiben. Die restliche Fliche wird vollstindig fiir
den Weizenanbau genutzt. Der Gewinn betrdgt 118600 Euro.

Das Wetter hat i.a. groffen Finfluss auf die Ertrige. Wir betrachten drei mogliche
Fille:

Normales Jahr:  Ertrdge wie bisher,
Gutes Jahr: Ertrige um 20% héher,
Schlechtes Jahr:  Ertrige um 20% niedriger.

Die Wahrscheinlichkeit jedes Szenarios sei 1/3.

Wir wollen nun die Kosten robust optimieren. Wir nehmen also den schlechtesten
Fall an. Dann sind die Ertrige 2 t/ha, 2.4 t/ha bzw. 16 t/ha.

Mit diesen neuen Ertrigen ist die Optimallésung x1 = 100, o = 25, x5 = 375,
y1 =0, yo = 180, w; = wy = wy = 0 und wz = 6000. Der Gewinn ist dann 59950
FEuro.

Wir vergleichen dies mit der nominalen Losung. Diese ist fiir die neuen Ertrdge
unzuldssig. Wenn wir aber x1 = 120, xo = 80 und x3 = 300 festsetzen, dann
kénnen wir die y; und w; neu berechnen, indem wir iber diese optimieren. Wir
erhalten yo = 48, wi; = 40, wy = 4800 und y; = ws = wy = 0. Der Gewinn
betrdigt dann 55120 Euro und ist somit kleiner als bei der robusten Lésung.

Die Variablen in diesem Beispiel konnen wie folgt unterschieden werden. Der
Bauer muss stets zuerst die z-Variablen festlegen (Variablen 1. Stufe). Die y
und w Variablen konnen spéter festgelegt werden, wenn keine Unsicherheit mehr
besteht.

Wir nutzen dies, um zu berechnen, wie gut die robuste Losung im Mittel ist. Wir
setzen w1 = 100, o = 25 und x3 = 375 in (LPL) ein und passen die Ertrdge
an. Die Werte y; und w; werden fiir normale Jahre mit dem folgenden linearen



Problem berechnet:

118250 4 238y, + 210y, — 170w, — 150wy — 36ws — 10wy, — min
s.d. Yy —wr Z —50
Y2 —we > 165
W3 + Wy S 7500
wy < 6000
Y1, Y2, w1, wa, w3, wy = 0.

Die Optimallosung fiir diese Aufgabe ist yo = 165, w; = 50, wz = 6000 und
wy = 1500. Alle anderen Variablen sind Null. Der optimale Gewinn ist dann
86600 Furo.

Fiir gute Jahre liefert die analoge Rechnung die Lésung ys = 150, wy = 100,
w3 = 6000 und wy = 3000. Alle anderen Variablen sind Null. Der optimale

Gewinn ist dann 113250 Euro.

Der erwartete Gewinn mit robuster Lisung ist dann

(59950 + 86600 + 113250)/3 Euro = 86600 Euro.

Die analoge Berechnung fir die Lisung x = (120, 80,300) des nominalen Pro-
blems (LPL) ergibt 107240 Euro und ist somit deutlich besser. Es ist also nicht
immer sinnvoll, den robusten Lisungsansatz zu verwenden.

Wir wollen nun den Erwartungswert direkt modellieren anstatt durchschnittliche
Parameter zu verwenden. Hierfiir verwenden wir je einen Satz Variablen y und
w (Variablen der 2. Stufe) pro Szenario und bilden den Durchschnitt in der Ziel-
funktion.

15021 + 23024 4 26023

+1(238y11 + 210y12 — 170wy — 150w;5 — 36wz — 10wyy)
+—(238y21 + 210’3/22 — 170’LU21 — 150wq9 — 36wso3 — 10'LU24)
+§(238y31 + 210’3/32 — 170’LU31 — 150wsy — 36ws33 — 10w34) —  min

(LPL-S)

so dass T+ 2o +23 < 500
T1,T9,T3 Z 0
3x1 + Y11 — Wi > 200
3.6x9 + Y10 —wie > 240
24x3 —wiz —wiy > 0
W13 S 6000
Y11, Y12, W11, Wiz, Wiz, wyy > 0
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2.51’1 + Y21 — W21 Z 200
39 + Yoo — Way = 240
20z3 —woz —wog = 0
W23 S 6000
Y21, Y22, Wa1, Wa, Wag, Wog = 0
201 +y31 —wsz = 200
24wy +y3s — w3 > 240
161’3 — W33 — W34 2 0
W33 S 6000
Y31, Y32, W31, W32, W3z, w3y = 0.

Die x-Variablen (1. Stufe) miissen fiir alle Szenarien gleich gewdhlt werden. Die
y und w Variablen (2. Stufe) konnen fir jedes Szenario einzeln optimiert werden.

Als Optimallosung von (LPL — S) erhdlt man
x = (170,80,250) wund w3 = 6000, weg = 5000, wsz = 4000

fiir die teuer verkauften Mengen an Zuckerriben. Der optimale Gewinn betrdigt
108390 Euro. Dieser Wert ist besser als die Lésung aus (LPL) mit dem Wert von
107240 Euro. Die Differenz heifst Wert der stochastischen Losung (VSS).

Ergebnis: Mit der Losung (170,80, 250) erziehlt der Landwirt (langfristig) den
grofiten Gewinn.

Wiire das Wetter vorher bekannt, wdre der Gewinn

( 09950 + 118600  + 167667 )/3 = 115406 Euro.
— — S———

schlechtes Jahr mnormales Jahr gutes Jahr

Die Differenz 115406 — 108390 = 7016 heifit erwarteter Wert der vollstindi-
gen Information.

Robuste oder stochastische Optimierung?
Man verwendet die robuste Optimierung, wenn

e der Anwender risikoscheu ist.
e die Anwendung sicherheitskritisch ist.

e die Verteilung der Zufallsvariablen unbekannt ist.

Man verwendet die stochastische Optimierung, wenn
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e die Verteilung bekannt ist.

e Losungen oft verwendet werden, so dass die Betrachtung des Erwartungs-
wertes sinnvoll ist.

6.2 Einige Grundbegriffe der Stochastik

Wir betrachten Zufallsvariablen ¢ mit Werten im R*. Die Menge Q C R* der
moglichen Realisierungen heifit Ergebnisraum. Eine Teilmenge A C 2 heifit
Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit P : 2 — R ist eine Funktion mit

(a) P(A) € [0,1] fur alle Ereignisse A C 2
(b) P(0) =0, P(Q) =1
(c) P(AjUA,) = P(A)+P(As,) fiir alle Ereignisse A1, Ay C Q mit A;NAy = 0.

Diskrete Zufallsvariable sind Zufallsvariable £ mit endlich (oder abzdhlbar)
vielen moglichen Werten &, k € K. Sie konnen beschrieben werden durch eine
Funktion

(&) = P(€= &) mit Y f(&) =1.

keK
Der Erwartungswert von § ist dann E(§) = Y, f(§)&k-

Stetige Zufallsvariable werden durch ihre Dichtefunktion f(z) beschrieben
mit

Pla<e<t)= [ fys

Der Erwartungswert ist dann E(§) = [* xf(x)dz.

—0o0

Fiir beliebige Zufallsvariable & definiert man

e die Varianz von ¢ als
Var(§) = E((€ = E(€))").
e das r-te Moment von £ (r € N) als
7 = B(E).
e das a-Quantil von ¢ (o € [0,1]) als

min{z € R: P <z)>a}.



Beispiele:

1. Gleichverteilung (diskret) U[1,n]: Esist Q@ = {1,...,n} und P({ = 1) = 2
fir alle s = 1,...,n. Dann gilt

B¢ =" ; L wmd var) = ”21; L

2. Gleichverteilung (stetig) U0, a]: Es ist Q@ = [0, a] mit der Dichtefunktion
f(z) = 1/a. Dann gilt

E() =a/2 und Var(€) = a?/12.

3. Normalverteilung N (¢, 0?): Es ist = (—o0, 00) mit der Dichtefunktion

1 (w—p)?
T) = e 202
f(x) s

Dann ist E(§) = g und Var(¢) = o2

6.3 Zweistufige stochastische lineare Programme

Ein zweistufiges stochastisches lineares Programm (mit festem Rekurs) ist ein
Optimierungsproblem der Form

min, c'z+ F <:;I(1110r)1q(w)Ty(w)>
sd. Ar=0»
(SLP) T(w)x + Wy(w) = h(w)
x>0
y(w) = 0.

Hier sind ¢ € R", b € R™, A € R™*™ und die Rekursionsmatrix W & R"2*"2
unabhéngig von den Variablen. Im Gegensatz dazu hidngen T'(w) € R™2*™
q(w) € R™ und h(w) € R™ von w € Q ab. Wir betrachten & = (7, ¢, h) als
Zufallsvariable mit Werten in R™2m+724m2 g reicht auflerdem, dass die Bedin-
gungen

(x)  T(w)z+Wy(w) = h(w), y(w) =0

mit Wahrscheinlichkeit 1 erfiillt sind. Wenn ¢ endlich ist, d.h. nur endlich viele
Werte hat, muss (x) fiir alle w € Q erfiillt sein.



Aquivalentes deterministisches Problem: Fiir fixiertes x setzen wir
Qe €(w)) = min{g(w) Ty = Wy = h(w) = T(w)z, y > 0}

und

Qz) := E(Q(x,9)).
Die Funktion Q heifit Rekursfunktion. Dann ist die Aufgabe (SLP) dquivalent
Al

min, ¢ r+ Q)
(SLP) sd. Ar=0b
x> 0.

Im Beispiel 6.1 sind Q(z) die erwarteten Kosten, ohne Pflanzkosten, bei gegebener
Aufteilung = des Ackers.

Die Aufgaben der Form (SLP) werden somit in 2 Stufen geldst.

(1.Stufe) Bestimme x unter Unsicherheit, d.h. die Realisierung von ¢ ist
nicht bekannt.

Das Zufallsereignis tritt ein.

(2.Stufe) Bestimme y mit dem Ziel, den ,Schaden“ durch das Zufallser-
eignis so weit wie moglich auszugleichen.

Wenn ¢ endlich ist, kann die Aufgabe (SLP) analog wie in Beispiel 6.1 gelost
werden, d.h. mit einem linearen deterministischen Programm. Dieses wird aber
schnell zu grof3.

Beispiel 6.2 (Einrichtung eines Telekommunikationsnetzes). FEs sei ein Tele-
kommunikationsnetz mit 86 Knoten gegeben. Der Datenverkehr an den Knoten
sei unbekannt und kann jeweils 5 verschiedene Werte annehmen.

Dann ist die Zahl der Szenarien 5% = 4.77 - 1072, Dies entspricht ungefihr der
Anzahl aller Atome im Universum. Das deterministische lineare Programm wird
also viel zu grofs.

Fazit: Wir miissen mit dem #dquivalenten Problem (SLP’) arbeiten. Dafiir ist
es aber nortwendig, die Funktion Q(x) verstehen.

Wir nehmen im Folgenden an, dass Q(z,&(w)) > —oo gilt fiir alle z und alle
w € . Es sei

Ki={x: Ar =0, x >0} und Ky:={z: Qx) < oo}.

Dabei bedeutet = € Ky, dass fiir « fast immer (also mit Wahrscheinlichkeit 1) ein
zuléssiges y(w) existiert.



Theorem 6.1. Die Funktion Q(x,&(w)) ist:

(a) stickweise linear und konvez in (h,T).
(b) stiickweise konkav in q

(c) stickweise linear und konvex in x fir x € K1 NK,.

Beweis. Fiir die Konvexitét in (a) und (c) geniigt es zu zeigen, dass
f(b) :=min{q'y: Wy =0, y >0}
Yy

konvex in b ist. Sei b = Aby + (1 — A\)by fiir by, by € R™2, X\ € (0, 1). Sei auBerdem
v, i = 1,2, eine optimale Losung der Aufgabe

min{q y: Wy =b;, y > 0}.
y

Dann ist y* = \y; + (1 — \)y; eine zuldssige Losung von der Aufgabe

min{q'y: Wy =05, y > 0}.
y

Somit gilt

FO) <q" i+ (1= Nwz) = Af(br) + (1= A) f(b2),
d.h. f ist konvex. Die Konkavitdt in (b) wird analog gezeigt.

Die stiickweise Linearitét folgt aus der endlichen Zahl optimaler Basen von linea-
ren Programmen. O

Folgerung 6.2. Sei & endlich. Dann ist Q eine stiickweise lineare, konvexe Funk-
tion auf K1 N ICs.
Beweis. Falls € endlich viele Werte &1, . . ., & hat mit p; := P({ = &;), dann gilt

k

Qx) = E(Q(x,8) = > piQ(x,&)

1=1

mit p; > 0 fiir alle . Die Behauptung folgt nun aus der stiickweises Linearitét
und Konvexitit der Funktionen Q(z,€) (siche Theorem 6.1). O
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Bemerkung: Fiir stetige Zufallsvariablen gilt dhnliches. Wenn das 2. Moment
£@) endlich ist, ist Q(x) konvex und Lipschitz-stetig.

Beispiel 6.3 (Das Rosenverkduferproblem). Fin Rosenverkdufer kauft morgens
Rosen und versucht, sie im Laufe des Tages wieder zu verkaufen. Es sei:

c...der Kaufpreis einer Rose,
q...der Verkaufspreis einer Rose,
r...der Riickgabepreis am Ende eines Tages.

Es sei & die Anzahl der verkauften (bzw. potentiell verkaufbaren) Rosen. Bekannt
sei die Verteilung von £, gegeben durch F(t) = P(§ < t). F habe eine Dichte-
funktion f, d.h. es ist F(t) = ['__ f(z)dz.

Wieviele Rosen sollte der Verkdufer morgens kaufen?

Die Aufgabe lautet
max{—cz + Q(x): = >0}

mit Q(x) = E(Q(x,§)) und

B qr falls x < &(w)
Q(z, {(w)) = { ge(w) +r(x — E(w))  falls z > E(w).

o) = [ Qs
_ / (qz+r(x—z))f(z)dz+/:oqxf(z)dz

—00

= (q—r)/x zf(z)dz—l—r:c/_iof(z)dszqx/:Of(z)dz.

— 00

Falls tlim tF(t) =0 ist, gilt

/x 2f(z)dz = xF(x) — /:v F(z2)dz.
Somit ist

T

Qx) = (¢g—r)xF(x)—(q—r) / F(z)dz 4+ rxF(x) + qr(l — F(x))

— 00

~ = (g—7) / F(2)dz.

—00

Diese Funktion ist konkav und differenzierbar bzgl. x. Somit ist auch die Funk-
tion —cx + Q(x) konkav und differenzierbar. Das Mazximum kann also mit der
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Ableitung berechnet werden oder ist x = 0. Wir erhalten fiir jeden stationdren
Punkt z*

0=—c+Q(r)=—c+q—(¢—7)F(z7)

und somsit

:q_
q—r

F(x") beziehungsweise —x* = F~1 (E> :

q—r

Sei hier c=1.5 Euro, q=2.5 Euro, r=20 ct und sei & ~ N(65,8) normalverteilt.
Dann ist x* = 63.686. Da es sich bei x um eine Anzahl von Blumen handelt, ist
also x* = 64 oder x* = 63 zu wdihlen.

6.4 Ganzzahlige Programme

Analog zu Kapitel 6.3 ist ein zweistufiges stochatisches (gemischt) ganzzahliges
Programm (mit festem Rekurs) ein Optimierungsproblem der Form

min, ¢ z+F (myln q(w)Ty(w))
sd. Az =0b
(SMIP) T(w)x + Wy(w) = h(w)
x>0
y(w) =0
v, €Z firiel;
vi(w) € Z  firi € .

Wie zuvor sei

Q(z,&(w)) == myin {q(w)Ty : Wy =h(w) —T(w)z, y >0, y; € Z fir i € I}

und
Q(z) == E(Q(x,)).
Das zu (SM1IP) dquivalente Problem ist dann

min, c¢'z+ Q(w)
(SMIP') sd. Ar=b
x>0
r;, €7 fiurie .

Folgerung 6.2 gilt jetzt aber leider nicht mehr. Dies ist Gegenstand des néchsten
Theorems.
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Theorem 6.3. Die Funktion Q(x) ist im Allgemeinen weder konvex noch stetig.
Dies ist auch ohne Zufallsvariablen der Fall.

Wir beweisen dieses (negierende) Theorem mit einem Gegenbeispiel.

Beispiel 6.4 (Beispiel zu Theorem 6.3). Es sei nur eine Variable x > 0 (ohne
Ganzzahligkeitsforderung) gegeben mit der Rekursfunktion

Q(z,§) = min 2y, + ys
sd. y>x—¢&
Yp>€—x
y=>0
y €72
Es sei £ =1. Dann gilt:

o Firx<1isty=(0,[1—=x]) optimal. Es ist also Q(x,1) = [1 — x].
o Firxz>1isty=([x—1],0) optimal. Es ist also Q(z,1) = 2[xz — 1].

Q(z,1)
41 — o
31
21 o o
1 @ —0O
)y 2 3 z

Somit ist Q(x,1) weder stetig noch konvex. Falls & = 1 mit Wahrscheinlichkeit
1 gilt, ist Q(x) = Q(x,1) fir alle x > 0, d.h. auch Q(z) ist weder stetig noch
konvex.

Theorem 6.4. Die Menge Ky = {z : Q(z) < oo} ist im Allgemeinen nicht
konvez.

Beispiel 6.5 (Beispiel zu Theorem 6.4). Seien x1,x9 > 0 die Variablen 1. Stufe
und seien

ity < -1
(*) 1ty < 2—x9
y,y2 = 0
y € 77
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die Bedingungen der 2. Stufe. Es sei wieder & = 1 mit Wahrscheinlichkeit 1.

1. Falls xo < 2 gilt, ist die Aufgabe (x) unzuldssig. Es gilt Q(x) = oo und
somit x & KCs.

2. Falls 2 > x9 > 1 gilt, ist y1 + yo < 2 — x5 wegen der Ganzzahligkeit von y
nur zuldssig fir y = (0,0). Somit gilt Q(z) < oo genau dann, wenn x; < 1
15t.

3. Sei 0 < x9 < 1. Dann ist y1 + yo < 2 — x9 nur fir die Punkte y = (1,0),
y = (0,1) und y = (0,0) erfillt. Somit gilt Q(z) < oo genau dann, wenn
T, < 2 ist.

4. Sei 0 = 3. Dann ist y1 + yo < 2 — x9 nur fir die Punkte y = (1,0),

y=(0,1), y = (1,1) und y = (0,0) erfillt. Somit gilt Q(x) < oo wieder
genau dann, wenn ry < 2 1ist.

Es ist also KoNR2 = ([0,1] % [1,2])U([0,2] % [0, 1]). Diese Menge ist nicht konver.
Offensichtlich ist auch Ko nicht konvez.

T2

1 Ko NnRZ

6.5 Der Wert der vollstindigen Information und der sto-
chastischen Losung

6.5.1 Definitionen

Wir untersuchen zwei Grofien:

e den Nutzen, das Zufallsereignis vorher zu kennen,

e den Nutzen der stochastischen Optimierung.

14



Sel

2(z, E(w)) = ¢ o+ min,, q(w) "y

sd. Wy=h(w)—T(w)x
y=>0

der Wert der Zielfunktion in (SLP) fiir gegebenes x und gegebenes Zufallsereignis
w € . Wir setzen

+oo, wenn z ¢ K1 N Ky
—o0, wenn das Minimum nach unten unbeschrankt ist.

(o) = {

Annahme: Fir alle w € § existiert ein « mit z(z,{(w)) < oco.

Fiir w € Q sei nun z(£(w)) eine optimale Losung, also

2(Z(§(w)), §(w)) = min{z(z, {(w)) = Az =b, x>0},
Zu verschiedenen Szenarios werden also verschiedene Losungen betrachtet.
Szenarioansatz: Wir bestimmen fiir verschiedene Szenarien w € €2 die Werte
Z(§(w)) und z(Z(¢(w)),&(w)). Diese Werte konnen unterschiedlich ausgewertet
werden.
Wait-and-see-Losung

WS = B(x(2(6).€)) = E(min=(x.£))

Bei diesem Losungszugang warten wir auf das Ereignis w und wéhlen dann die
Optimallésung z(£(w)). Da kein Einfluss auf ¢ besteht, betrachtet man den Er-
wartungswert.

Here-and-now-L6sung

RP = II%Tin E(2(z,8)).

Die Entscheidung muss vor dem Zufallsereignis getroffen werden (Rekursproblem
aus Kapitel 6.3).

Der Unterschied zwischen WS und RP besteht darin, dass Erwartungswert und
Minimumsbildung vertauscht sind.

15



Erwartungswertproblem
EV :=min z(z, E(£)).

Hier wird nur dasjenige Szenario betrachtet, welches dem Erwartungswert ent-
spricht. Sei T gy die optimale Losung von diesem Problem. Dann kann die Qualitét
dieser Losung mit dem Erwartungswert

EEV = E(Z([i’Ev, f))

charakterisiert werden.

Der Wert der vollstédndigen Information ist definiert als
EVPI .= RP-WS§S.

Dieser Wert gibt an, wie niitzlich es ist, die Zufallsereignisse vorher zu kennen.

Der Wert der stochastischen Losung ist definiert als
VSS:=FEEV — RP.

Er gibt den Nutzen an, welchen die Verwendung der Methoden der stochastischen
Optimierung bringt.

6.5.2 Beziehungen zwischen den Losungsdefinitionen
Theorem 6.5. FEs gilt WS < RP, also EV PI > 0.

Beweis. Sei x* eine optimale Losung in RP. Fiir jedes w € Q gilt

2(2(E(w)), E(w)) < z(27, E(w)),
weil Z(§(w)) nach Definition optimal ist fiir £(w). Somit gilt

WS = E(2(2(€),€)) < E(z(2",€)) = RP.

Theorem 6.6. Es gilt RP < EEV, also VV'S > 0.

Beweis. Sei z(E(£)) eine Optimallosung von EV. Diese ist zuléssig fiir RP. Somit
ist RP < E¢(2(z(E(£)),€)) = EEV. O

Theorem 6.7. Seien g und T von & unabhdngig, d.h. fest. Dann gilt EV < WS.
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Beweis. Wir betrachten die Funktion f(w) := mingex, z(x, w). Nach Definition
gilt
WS = B(f(€) wnd BV = f(E(¢))

Wenn f konvex ist, dann folgt also die Behauptung aus Jensens Ungleichung. Es
soll also nun gezeigt werden, dass f konvex ist.

Die Funktion f héngt nur von h ab, da g und 7" fest sind. Es gilt

flw) = min(zw)

= min{c'z+q'y: Az =0, x>0, Wy + Tz = h(w), y > 0}
Y

= max{c b+n hw): ATo+T 7w <c, Win<gq}

o,

Der Epigraph II(f) = {(x,y) : y > f(x)} ist also der Durchschnitt der Epigra-
phen der linearen Funktionen o'b+ 7"h(w), da die dualen Nebenbedingungen
nicht von w abhéngen. II(f) ist somit eine konvexe Menge. Dies ist aber genau
dann der Fall, wenn f konvex ist. O

Theorem 6.7 gilt im Allgemeinen nicht, wenn ¢ zuféllig ist.

Beispiel 6.6. Gegeben sei die Aufgabe min,>o 2z + E(Q(z,£)) mit
Qz,€) =min{¢y: y >1-=z, y >0}

Es sei & = 1 mit Wahrscheinlichkeit 3/4 und & = 3 mit der Wahrscheinlichkeit
1/4.

Dann gilt Q(x,€&) = & max{0,1—x} wegen & > 0, d.h. z(x,§) = 2z+&-max{0,1—
x}. Somit ist

EV = rgglz(:E,E(f)):Igglz(x,?)/Q)

) 3
= 19?21{)12x + 3 max{0,1 — x}.
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Diese Funktion ist monoton steigend. Somit wird das Minimum am linken Rand
bei x = 0 angenommen, d.h. EV = 2(0,3/2) = 3/2.

Wir berechnen nun den Wert W S.

WS = E(minz(z,§))

x>0

: I
= 7min 2(z, 1) + 1 r;lzlz(r]lz(x, 3).

“z(a:, 3)

1 2 T 1 2 T
FEs gilt also ming>q z(z, 1) = 1 und min,>q z(x,3) = 2. Somit ist

3 1
WS=2.14-.2=

=LKV
4 4

<3
2

=] Ot

Folgerung 6.8. Seien q und T" von & unabhdngig. Dann gilt

EVPI < EEV —EV und VSS < EEV — EV.

Beweis.

EVPI = RP-WS<FEEV-WS<EEV -FEV,
VSS = EEV -RP<EEV -WS<EEV —-EV.

Folgerung 6.9. Wenn EEV = EV gilt, dann ist EVPI =V S5 = 0.

6.5.3 Beispiele

Frage: Hingen FV PI und VSS zusammen? Ist es moglich einen Wert durch
den anderen zu beschrinken?

Wir wollen in den folgenden Beispielen zeigen, dass dies im Allgemeinen nicht
der Fall ist.
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Beispiel 6.7 (EVPI =0 und VVS > 0). Wir betrachten die Aufgabe
Irgn{xl + 4z + E(Q(x,€)): o1 +x2=1, x>0}
mat
Q(z,§) = min, yi +10yy + 10y,
sd. y1+vys —y; =&+x1 — 229, y1 <2, y1,Y5, Y5 > 0.
Es gelte & ~ U[1,3]. Dann gilt

2(x, &) = x1+4xs+ E(Q(x,§))
211 + 219 + & falls 0 <&+ — 229 <2
= —9x1 + 24x9 — 105 falls 0> €+ T — 229
184 1lay — 1620 + 106 falls 2 < € + 21 — 29

mit den entsprechenden Optimallosungen (£ + x1 —21x9,0,0), (0,0, =& —x1 + 225)
bzw. (2,6 + x1 — 2wy — 2,0). Wegen x1 + x5 = 1 ist z(x,§) = 2+ & im 1. Fall.
Fiir die beiden anderen Fdlle kann gezeigt werden, dass z(x,&) > 2+ & gilt.

Optimal sind also alle x > 0 mit t1 +x9 =1 und 0 < {+x1 — 29 < 2. Wenn x
fiziert ist, erfillt £ also die Ungleichungen —xq 4 2xo < & < 2 —x1 + 2x9. Wegen
r1 + 2o = 1 entspricht dies

Fir z(€) = (3,2) liegen alle & € [1,3] in diesem Bereich, d.h. Z(§) = (
fir alle & optimal. Somit ist

WS = E(x(2(€).,8)=EQ2+¢) =4

RP = min E(2(z,§)) = m}cn E2+¢) =4,

d.h. EVPI = RP - WS =0.

Wir betrachten nun den Punkt E(§) = 2. Das Minimum von mingex, z(x, 2) wird
auch bei & = (0,1) angenommen. Dann gilt

- [ 2+¢ falls  §>2
2(2(2),6) = { 24 — 10 falls £ < 2.

Beide Fille sind gleichwahrscheinlich. Also ist

27

EEV = E(x(2(2),€) = 5 (2 +2.5) + (24 - 10- 1.5)) = .

|~

Hieraus folgt VSS = EEV — RP =27/4 —4 =11/4.
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Beispiel 6.8 (EVPI > 0 und VVS = 0). Wir betrachten dieselbe Aufgabe wie
in Beispiel 6.7, aber jetzt sei & endlich mait

PE=0)=P(=15)=P(E=3)=1/3.

Die ersten FErgebnisse aus Beispiel 6.7 werden durch die neuen Zufallsvariablen
nicht verdndert und konnen dbernommen werden. Wir erhalten somit fir die
Optimallésungen von mingex, z(x, &)

2
z(0) € {x:x1+x2:1,§§x1§1},
1
z(1.5) € {x: $1+x2:1,6§$1§2},
1
z(3) € {x:x1+x2:1,0§x1§§}.

Wir berechnen zundchst WS. Hierfiir wihlen wir £(0) = (1,0), z(1.5) = (3, 3)
und z(3) = (0,1). Es ist dann

WS = %(z(:)s(()),())+z(:)5(1.5),1.5)+z(9:(3),3))
= %((2+0)+(2+1.5)+(2+3)) = ;
Fiir die Berechnung von EEV wdihlen wir £(1.5) = (,1). Dann ist
EEV = E(2(2(1.5),¢))
_ %(z(f(l.f)), 0) + 2(2(1.5), 1.5) + 2(2(1.5), 3))

L 2 13
= g((2+0>+(2+1‘5)+<_18+11'g_16'13+10'3)):7.

SchliefSlich gilt, dass

RP = min %(z(m, 0) + z(x, 1.5) + 2(z, 3))

TEK
optimal ist fir x = (2/3,1/3) = Z(1.5). Es ist also RP = EEV . Hieraus folgt

VSS = EEV—RPzg—l—;)zo,

EVIP = RP—WSz?—;:?).

Kann man davon ausgehen, dass EV PI und V'S.S mit der Varianz von ¢ wachsen?
— Nein. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 6.9. Wir betrachten die Aufgabe min,>o 6x + E(Q(z,§)) mit
Qz,§) = min{lly: y2o—¢ y =€~ a}
= 10|z —¢&|.
Die Zielfunktion der Aufgabe ist also
2(z,§) =6z + 10 - |z —&|.

Die Zufallsvariable £ habe zwei mdgliche Werte &1, & mit Wahrscheinlichkeiten
p1 und ps; dabetr sei

E(€) = pi&i +p2bo = %

Die Zielfunktionen z(x,§), i = 1,2, haben folgende Form:

z2(x, &)

22&;

10&;7
65 T

'& I2£i | T
Die optimalen Losungen fiir v = 1,2 sind also
(&) =& mit  2(2(&), &) = 66
Somit ist

WS = piz(2(&1),61) + p22(7(82), §2) = 6(p1&1 + pa&a) = 3,
EEV = p12(0.5,&) + p22(0.5, &),

RP = min p1z(z, &) + paz(, &)
= min{plz(gl, fl) +p22(€1>€2)>p12(§2>€1) +p22(§2>€2)}'

Wir wollen nun EEV und RP fiir verschiedene &1, &, p1 und po bestimmen.

(a) Sei& =1/3, & =2/3 und py = pe = 1/2. Somit besitzt £ die Varianz
— 2y _ 1 11\’ 2 1\° 1
Var(§) = B((€ — E(§))") = 5 ((g - 5) + (g — 5) ) =2
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Auflerdem konnen wir nun EEV und RP bestimmen.

. 1 1 1 1 1.1 2 1 2
_u
= 3’
1 1 1 1 14
EEV = ~(3+410-=2)+=(34+10-=) = —.
2(3+ 0 6)+2(3+ 0 6) 3

Somit ist EVPI =2/3 und VVS = 1.

(b) Sei & =0, & =1 und py = py = 1/2. Dann ist

Var(e) = B¢ - B(©)) = 5 ((o )+ (- ;)) -7

Die Varianz ist also 9x gréfer als in (a). Analog zu (a) kann berechnet
werden, dass RP = 5 ist und EEV = 8. Somit erhalten wir EV PI = 2
und VV'S = 3. Beide Werte sind also grifier als in (a).

(c) Sei & = 0, & = 5/8, p1 = 1/5 und py = 4/5. Dann ist die Varianz
Var(§) = 1/16 und somit gréfler als in (a). Auferdem ist RP = 5 und
EEV =5, d.h. esist EVPI =5 und VV.S = 0. EV PI ist also grofler als
in (a), aber VV'S ist kleiner.

(d) Sei & = 2/5, & = 4/5, p1 = 3/4 und py = 1/4. Dann ist die Varianz
Var(§) = 0.03 etwas grofer als in (a). Es gilt nun RP = 17/5 und EEV =
9/2. Somit ist also EV PI = 2/5 etwas kleiner als in (a) und VVS = 11/10
etwas grofler.

6.6 Die L-Methode

Wir betrachten endliche Zufallsvariablen & mit N mo6glichen Werten und entspre-
chenden Wahrscheinlichkeiten py, ..., py. Das Problem (SLP) (siehe Kapitel 6.3)
kann dann geschrieben werden als

N
min e+ pragy

k=1
s.d. Axr =10
z >0

Tpx + Wy = hy, k=1,....N

yr > 0, k=1,...,N.
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Fiir grofle Zahlen N ist das Losen dieses linearen Programms im Allgemeinen
nicht moglich. Als Alternative betrachten wir den L-Algorithmus (L-shaped algo-
rithm), der auf dem Modell

min ¢z + Q(x)
(SLP) sd. Axr=1b
x>0

basiert. Die Idee der L-Methode besteht in einer &ufleren Linearisierung vom
(SLP'), d.h.:

1. Ersetze Q(x) durch eine neue Variable 6:

min ¢ z+0
sd. Axr=b
x>0
0 € R.

2. Fiige Giiltigkeitsschnitte hinzu, d.h. lineare Ungleichungen, die x auf den
Bereich Cy beschrianken ( ICo ist konvex, da & endlich ist).

3. Fiige Optimalititsschnitte hinzu, d.h. lineare Ungleichungen, die 6 von
unten durch = beschrinken (Q(x) ist stiickweise linear und konvex nach
Folgerung 6.2).

Die Ungleichungen in 2. und 3. werden bei Bedarf erzeugt und hinzugefiigt. Die
L-Methode ist also wie folgt:

Schritt 0: Setze v := 0 und sei L das folgende lineare Programm

min ¢ z+6
sd. Axr=b
x>0
6 € R.

Schritt 1: Setze v := v + 1 und lose die Aufgabe L. Falls 6 nicht nach un-
ten beschrankt ist, setze 0¥ := —oo und lése L ohne 0. Falls L unzuldssig ist,
dann STOPP: Das Problem (SLP) ist unzuldssig. Sei (z¥,0") die gefundene Op-
timallésung (evtl. mit ¥ = —oc0).
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Schritt 2: Falls z¥ ¢ Ko ist, fige einen Gliltigkeitsschnitt zu L hinzu, der z¥
abschneidet, und gehe zu Schritt 1. Andernfalls gehe zu Schritt 3.

Schritt 3:  Falls 0¥ < Q(x") ist, fiige einen Optimalititsschnitt zu L hinzu, der
(¥, 6") abschneidet, und gehe zu Schritt 1. Andernfalls ist ¥ optimal: STOPP.

Dieser Algorithmus liefert offensichtlich eine korrekte Losung, falls er terminiert.
Es bleibt nun Folgendes zu beweisen:
e Schritt 2: Man kann entscheiden, ob z¥ € Ky liegt und andernfalls einen

Giiltigkeitsschnitt berechnen.

e Schritt 3: Man kann entscheiden, ob 0¥ < Q(z") gilt und andernfalls einen
Optimalitétsschnitt berechnen.

e Der Algorithmus terminiert nach endlich vielen Schritten.

Erzeugung von Optimalitidtsschnitten: Lose fiir alle k. = 1,..., N das li-
neare Programm

Q(xvv gk) = rrzin{quy : Wy = hk - Tkxvv Y > 0}
und das duale Programm

max{(hy — Tp2®) 7 : Wir <q}.

Sei m die entsprechende Optimallosung des dualen Programms. Dann ist
Q(z",€") = (g — Tya" ).
Es gilt nun fiir alle x € Ky
Qz, 5 = myin{qkTy : Wy =hy, — Tz, y >0}
dual mfx{(hk —Tix)'7m: Wit < q}
< (hx — Tkx)TW};
da 7} die Nebenbedingung der dualen Aufgabe erfiillt.

Wir bilden nun die Erwartungswerte

o(a") = E(Q(m%))zZka(:ﬂ

hk — Tkl’ 7Tk,

HMZ

N
Qz) = EQ(x ZPkQSIff ZZ (hiy — Tix)m
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Somit ist
N
0> Zpk(hk — Tyx)my,
k=1
eine giiltige lineare Ungleichung fiir alle zuldssigen (x,8); und (z¥,0") ist giiltig
genau dann, wenn es diese Ungleichung erfiillt. Die Ungleichung ist somit der
einzige zu testende Kandidat fiir einen Optimalitédtsschnitt.

Erzeugung von Giiltigkeitsschnitten: Wir wollen entscheiden, ob x* € Ky
liegt. Wenn nicht, suchen wir eine lineare Ungleichung, die fiir alle z € K gilt,
aber von z verletzt wird.

Ko={x: Qx) <oo}={z: Vk=1,...,N FJy>0mit Wy = hy, — Trz}.

Wir betrachten fiir alle £ = 1,..., N das lineare Programm
Wy = min 1Tt +1T0™
sd. Wy+ Ivt —Iv™ = hy, — Tpa"
y, 0,07 > 0.

Dabei ist 1 = (1,...,1)" und I die Einheitsmatrix. Falls w;, = 0 ist fiir alle
k=1,...,N ist, existiert fiir alle k ein y > 0 mit Wy = hy — Tpx", d.h. es ist
x e ICQ.

Sei andernfalls wy > 0 fiir ein k. Dann betrachten wir wieder die optimale Lésung
¥ des dualen Problems

max{(hy — Tpz") '7: Wit <0, -1 <7 <1}
Es gilt somit
(hk — Tkl'v)Tﬂ'U = w > 0.

Aus WTav < 0 folgt offensichtlich (7%)TWy < 0 fiir alle y > 0. Da fiir x € K,
ein y > 0 existiert mit Wy = hy — Tz, gilt also

(hy — Tx)'7* <0 fir alle x € IC,.

Also ist (hy — Tpx)"7? < 0 eine lineare Ungleichung, die von ¥ verletzt wird,
aber fiir alle x € ICy gilt.

Wir testen also £ = 1,..., N, bis zum ersten Mal w; > 0 gilt und berechnen
dann die neue Ungleichung.
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Terminierung nach endlich vielen Schritten: Bei den betrachteten dua-
len Programmen héngt nur die Zielfunktion von z¥ ab. Fiir jedes k miissen also
nur endlich viele Basislosungen betrachtet werden. D.h. es gibt nur endlich vie-
le Giiltigkeits- und endlich viele Optimalitatsschnitte, die alle hochstens einmal
erzeugt werden miissen (danach bleiben sie erfiillt).

Warum ist die L-Methode dem Losen von

N
min ¢’z + Zpkq,;ryk

k=1
s.d. Ar=1>
x>0
Tpx + Wy = hy, k=1,...,N
yr > 0, k=1,....N

vorzuziehen?

e Das Losen von N kleinen LPs ist viel schneller als das Losen eines N-mal
grofferen linearen Programms.

e Meistens wird nur ein kleiner Teil aller moglichen Schnitte hinzugefiigt.
e Viele Tricks zur Beschleunigung sind bekannt.

Beispiel 6.10 (Beispiel fiir Optimalitatsschnitte). Wir betrachten die Aufgabe
min, { Ee(Q(z,§)) : 0 <x <10} mit

Q(z,§) =min{y: y>a—§ y>&—a} =z —¢|.

Y

Dabei sei &€ = 1,2,4 je mit Wahrscheinlichkeit 1/3. Dann ist also

() = Q) = 5(Q(, 1) + Q. 2) + Q. 4).

Q(x,1)

M Q(x,2)

hY Q(x,4)
12 8 4 a 128 4 a
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Wir bringen zundchst Q(z,§) in die Normalform

Q(z,§) = miny
sd. y—x—s=¢&
y+r—5,=¢
Y, 81,82 > 0.

Dann sind ¢ = (1,0,0)7,

W:(} _(1) _(1)) T:(_i) und h(w):(_

Das duale lineare Programm ist somit

PRI AL
SRS
~— —
N———

max 7' (h(w)—Tz) = max m(x— &)+ m(€ — )
(%) sd. ©TW <q' sd. m+m <1
71, Ty 2> 0.

Falls x > & gilt, ist m = (1,0) die optimale Lésung von (x); sonst ist m1 = (0, 1)
optimal.

Das Problem im Schritt 0 der L-Methode ist
() nalin{ﬁ : 0 <z <10}.

Wir erzeugen nun Optimalitétsschnitte (Schritt 3):

Sei am Anfang x* = 0 und ' = —oo (siehe Schritt 1). Wir lésen nun (x) fir
x=a' und £ = 1,2,4. Die optimalen Lisungen sind 7' = 72 = 73 = (0,1) wegen
r < &. Ein Optimalitdtsschnitt ist also

N
0 > > pulhy—Ta) 7"
k=1

= o) () < (i)

= - —u.

N W

w

Die Ungleichung 0 > £ —x wird zu den Nebenbedingungen von (o) hinzugefigt. In
der ndichsten Iteration ist x* = 10, 6 = —%. FEs ist nun m = (1,0) eine optimale
Lisung von (%), da x*> > 1,2, 4 ist. Somit erhalten wir als Optimalititsschnitt

1 -1+ —2+4+x —4+x
' = 5(1’0)K 1—36)+< 2—$)+< 4—55)}
1 7
= g(—1+x—2+x—4+x):—§+x.
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Die Ungleichung 6 > —% + x wird zu den Nebenbedingungen von (o) hinzugefiigt,
weil sie durch (62, x%) verletzt wird.

neues LP- Optimum

=1 /0\ I3 4 T

In der ndchsten Iteration erhalten wir x® = 7/3 und 63 = 0. Dann ist = = (1,0)
optimale Lésung von (%) fir k = 1,2 wegen x® > 1,2; und © = (0,1) ist optimal
fiir k = 3 wegen x3 < 4. Somit erhalten wir als Optimalititsschnitt

o= e [(7H) e (20 den[(7402)]
— %(—1+x—2+x+4—$):%(1+$)~

Die Ungleichung § > (14 x) wird von (0,7/3) verletzt. Wir fiigen sie deshalb zu
den Nebenbedingungen von (¢) hinzu.

Q)

0>1(1+a)

neues
LP-Optimum

I] /\ =3 =4 T

In der néichsten Iteration erhalten wir z* = 3/2 und 0* = 5/6. Dann ist T = (1,0)
optimale Lésung von (x) fir k = 1 wegen x* > 1; und © = (0,1) ist optimal fiir
k= 2,3 wegen x* < 2,4. Somit erhalten wir als Optimalititsschnitt

o= Yoo [ s bon[( ) ()]

1
= —(-1+z+2—z+4—2)==(b—1x).

1

3 3

Die Ungleichung 6 > %(5 — x) wird von (%, %) verletzt. Wir fiigen sie deshalb zu
den Nebenbedingungen von (¢) hinzu.
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neues
LP-Optimum

:1 ﬁ :3 :4 N

In der néchsten Iteration erhalten wir x> = 2 und 0° = 1. Die alte Losung von
(%) bleibt optimal und somit auch der berechnete Schnitt. Dieser wird also nicht
von (0°,2°) verletzt. Der Algorithmus stoppt nun, d.h. z° = 2 ist die optimale
Lisung mit Q(2°) = 6° = 1.

Bemerkung: Im letzten Schritt ist der berechnete Schnitt nicht eindeutig, denn fiir
k =2 sind alle zulissigen Losungen von (%) optimal. (In x = 2 hat die Funktion
Q(z) unendlich viele Subgradienten.)

Beispiel 6.11 (Beispiel fiir Giiltigkeitsschnitte). Wir betrachten die Aufgabe
min,{3x; + 2z5 + Q(x) : 0 < z} mit

Q(x,&) = min —15y; — 12y
s.d. 3y 42y < x4
2y1 + 5y2 < 29
0.8 <y <&
0.86 <ya <&
Y1,y2 = 0.

Dabei ist & = 4,6 und & = 4,8 jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Insgesamt
ist also N = 4.

In Schritt 0 der L-Methode wird die Aufgabe

() mien{?)xl +2xy+60: 0<uxy,22}

geldst. In Schritt 1 erhalten wir somit ' = (0,0) und 0 = —oo. Wir gehen nun
zu Schritt 2. Dann suchen wir eine optimale Losung m des dualen Problems

W= maX, I + Loy + 5171'3 + 547'('4 — 0.85171’5 — 0.85277'6
s.d. 3m +2mg+ 73— 15 =0
(%) 2my + dmy + 1y — g =0

—1<m <0, i=1,...,6.
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Eine optimale Losung fiir x* = (0,0) und & = (6,8) ist
3 1
117 11

Als Giiltigkeitsschnitt erhalten wir somit

T=(— ,0,0,—1,-1)"  mit w=112>0.
7' (hy — T) 0

,0,0, =1, —1)(zy,29,6,8,—4.8, —6.4)7 < 0

IN

( 3 1
11’ 11

Wir figen also die Ungleichung 123.2 < 3xq + x5 zur Aufgabe (o) hinzu. In der
nichsten Iteration erhalten wir dann x* = (41.067,0) und 6> = —oo. Dann ist fiir
22 und & = (6,8) der Vektor m = (0,—1/5,0,0,—2/5,—1) optimale Lésung von
(%x). Der zugehorige Giltigkeitsschnitt xo > 22.4 wird zur Aufgabe (o) hinzugefigt.
In der ndchsten Iteration erhalten wir x3 = (33.6,22.4). Der neue Giiltigkeits-
schnitt ist dann xo > 41.6. In der j.Iteration ist x* = (27.2,41.6). Dieser Wert

ist zuldssig, d.h. alle optimalen Zielfunktionswerte der Aufgaben (x) fir die ver-
schiedenen & sind Null. Es kann somit zu Schritt 3 iibergegangen werden.

Das Beispiel 6.11 zeigt, dass in Schritt 2 der L-Methode oft viele Ungleichungen
unnotigerweise erzeugt werden. Die genaue Betrachtung des Beispiels zeigt, dass
x € Ky genau dann gilt, wenn Q(z, (6,8)) < oo ist. Es muss also 0.8 -6 < y; und
0.8 -8 <y, gelten und somit

x1 > 3y1 + 2y — x> 18-0.84+16-0.8 =272

Also kénnte man von Anfang an die Ungleichungen x; > 27.2 und x5 > 41.6 zum
Problem hinzufiigen und viele Iterationen sparen.

Solche Nebenbedingungen heiflen induzierte Bedingungen.

Fiir viele praktische Probleme gilt Ky = R™2 (vollstandiger Rekurs, siehe Land-
wirtschaftsbeispiel) oder Ky C Iy (relativer vollstdndiger Rekurs). In beiden
Féllen entféllt Schritt 2 der L-Methode.

Auflerdem gibt es Probleme, bei denen Schritt 2 nur fiir ein einziges k getestet
werden muss:

Theorem 6.10. Se: T von & unabhdingig. Fir alle t > 0 sei Wy =t fir ein
y>0. Falls einl € {1,..., N} existiert mit hy < hy, fir allek =1,..., N, so gilt
x € Ky genau dann, wenn das System

Wy=h—-Tz, y>0

erfillbar ist.
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Beweis. Sei x € K,. Dann folgt aus der Definition von Ko, dass das System
erfiillbar ist.

Sei Wy = hy — T'x mit y > 0. Dann gilt
hy —Tx>h —Te=Wy firalle k=1,...,N

wegen h; < hy. Also ist Wy+s = h,—Tz fiir alle kK mit s > 0. Nach Voraussetzung
ist Wy’ = s fiir ein 3/ > 0. Also gilt

hy —Te=Wy+Wy' =W(y+y) mit y+y >0.

O

Die Multischnittvariante: Bei der Multischnittvariante verwenden wir statt
0 fiir Q(z) je eine Variable 0 fur Q(z,&), k = 1,..., N. Gegebenenfalls wird in
jeder Iteration je ein Qualitéatsschnitt je 6 erzeugt.

Das Ziel ist eine bessere Anndherung der Funktion Q(z); einzelne Schnitte sind
im Allgemeinen deutlich stérker als ihre Summe.

Schritt 0: Setze v := 0 und sei L das folgende lineare Programm

min{c'z + Zpkek Az =0, > 0}.

k=1

Schritt 1: Setze v := v+ 1 und lose die Aufgabe L. Falls ein 0y nicht nach
unten beschrdnkt ist, setze 0] := —oo und lése L ohne 0. Falls L unzulissig
ist, dann STOPP: Das Problem (SLP) ist unzuldssig. Sei (z¥,0") die gefundene
Optimallésung (evtl. mit 0} = —o0).

Schritt 2: FErzeuge Giiltigkeitsschnitte wie bisher.

Schritt 3: Fiir alle k = 1,..., N sei m;, wie bisher die optimale Losung des
dualen Problems. Fiige jede Ungleichung
9k Z W;—(hk — Tkl’)

zu L hinzu, die von (0},x") verletzt wird. Falls keine Ungleichung verletzt ist,
Stopp: x¥ ist optimal. Andernfalls gehe zu Schritt 1.
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Beispiel 6.12. Wir betrachten wieder die Aufgabe min{Q(x): 0 <z < 10} aus
Beispiel 6.10 mit Q(x,§) = |x —&| und £ = 1,2,4 jeweils mit Wahrscheinlichkeit
1/3. Die Aufgabe L in Schritt 0 ist nun

Gk,m

Die erste Lisung dieser Aufgabe ist (01, 04,0%, x') = (—o00, —00, —00,0). Es wer-
den nun Optimalititsschnitte berechnet. Die duale Optimallosung hierbei ist w, =
(0,1) fir k =1,2,3. Die Optimalititsschnitte sind also

9121—1’, ‘9222—25 und 9324—1’

(Beim bisherigen Verfahren wurde hier der Durchschnitt gebildet: = %(91 + 6, +
93) Z % — ZL’)

Die Optimalititsschnitte werden also zu L hinzugefiigt. Die neue Optimallésung
von L ist nun (=9, -8, —6, 10).

Es werden wieder Optimalititsschnitte berechnet. Nun ist die duale Optimalldsung
me = (1,0) fir k = 1,2,3. Die Optimalititsschnitte sind also

0, >—-1+x, 0>-2+x und 03> —4+zx.

Die neue Optimallésung von L ist nun (1,0,2,2). Es ezistieren keine verletzten
Optimalitdtsschnitte mehr. Der Algorithmus stoppt also mit einer Optimalldsung
3

x° = 2.

Bei der Multischnittvariante werden meist weniger Iterationen benétigt, aber
mehr Ungleichungen hinzugefiigt. Dies kann, abhéngig vom betrachteten Pro-
blem, besser oder schlechter als die L-Methode sein.

Die L-Methode fiir ganzzahlige stochastische Programme: Das beschrie-
bene Verfahren kann auch fiir ganzzahlige Programme verallgemeinert werden,
muss dann aber mit Branch-and-Cut Verfahren oder @hnlichen Methoden ver-
kniipft werden. Diese Verfahren sind aufwendig und bis jetzt wenig erforscht.
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