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Vorlesungsskript(2.Teil)

Robuste Optimierung

In der Optimierung bestimmt man im Allgemeinen optimale Losungen in der
Annahme, dass die Eingabedaten exakt bekannt sind. In der Praxis ist dies jedoch
haufig nicht der Fall, da Messfehler, Rundungsfehler oder andere Unsicherheiten
in den Problemdaten auftreten kénnen. So kann es sein, dass eine Problemlosung
bei etwas gednderten Eingabedaten unbrauchbar wird, da sie sehr weit von der
realen Losung entfernt liegt oder gar fiir das Problem unzuléssig ist.

Einen Ausweg aus dieser Situation bietet die robuste Optimierung. Hier wer-
den zusétzlich zu den Eingabedaten Toleranzen angegeben. Gesucht wird eine
moglichst gute Losung, welche fiir alle innerhalb der Toleranzen liegenden Ein-
gabewerte zuléssig ist.

Das vorliegende Vorlesungsskript wurde anhand des 2. Teils der Vorlesung ,,Ro-
buste Optimierung® erstellt, welcher Mai bis Juni 2008 an der Universitat zu Koln
gelesen wurde. In diesem Teil wird die diskrete robuste Optimierung behandelt.
Dabei wird kein Anspruch auf Vollstindigkeit oder vollstéindige Ubereinstimmung
mit der Vorlesung erhoben.
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4 Robuste ganzzahlige Optimierung

Bisher waren alle (nominalen) Probleme lineare Programme. Im folgenden be-
trachten wir Probleme mit ganzzahligen Variablen:

min c'x
(MIP) s.d. Ax <b
€L, j=1,...k
xr e R™

Dies ist ein gemischt ganzzahliges Programm.

4.1 Box-Unsicherheiten

Angenommen, es existieren Unsicherheiten in ¢ und A wieder als Perturbationen
in einer Box, d.h.

e Jeder perturbierte Koeffizient c; ist eine symmetrische beschrénkte Zufalls-
variable in [¢; — Ac;; ¢; + Ac;] mit Ac; > 0.

e Jeder Eintrag a;; ist eine symmetrische beschrénkte Zufallsvariable im In-
tervall [aij — Aa”, Qi + ACI,W] mit Aaij 2 0.

Wir untersuchen folgenden flexiblen Ansatz:
Wir sichern gegen I'; Abweichungen in der Zeile i ab mit ¢ = 1,...,m und I'; €
{0,...,n}. Dabei bezeichnet der Index i = 0 die Zielfunktion.

Es ist also eine Losung gesucht, die robust ist gegen Verédnderung von maximal
I'; Eintrdgen in der Zeile i.

Dabei bedeuten:
Grofle I';: Mehr Sicherheit, aber schlechtere Optima.
Kleine I';: Weniger Sicherheit, aber bessere Optima.

Die robuste Formulierung von (M P) ist dann also

min ¢’z 4+ max g Ac]|x]|
So: |So‘<1—‘0

(RM1P) 5.d. ;aiﬂj + Siﬁgjgngﬁaiﬂfﬂ <b Vi=1,....m

[L’jEZ,j:l,...,k‘
r € R".



Theorem 4.1. (RMIP) ist dquivalent zu

n
min ez + %l + Zpoj
j=1

(RMIPY) sd. Y ayrj+ali+ Y py<b Vi=1....m
j=1 j=1
20+poj > Acjry; Vi=1,....n
Zi+piy; > ADai;-y; Vi=1,...,n, Vi=1,...,m
pi; >0 Vji=1,...,n, Vi=0,....,m
y; >0 Vi=1,...,n
zz>0 Vi=0,....m
—yj<x;<y; Vi=1....n
;€L Vj=1,...,k
x e R"

Folgerung 4.2. Die robuste Formulierung eines gemischt ganzzahligen Pro-
gramms mit Box-Unsicherheiten ist wieder ein gemischt ganzzahliges Programm.

Beweis von Theorem 4.1. Fiir festes x gilt

n n
Acjlz;| = Acj|zj|ag; <T € [0;1] Yy
So:r\Isl’ﬁ}S{Fo Z ¢jlzjl n;gx{; ¢jlzjlags ZO‘OJ < Lo, ag; € [0;1] Vj}

J€So j=1

20,P0j

n
= min Zp(]j 4+ oz
j=1

s.d. zo + po; > Acjlzj| V5, po; >0 Vi, z >0.

Analog hierzu gilt fiir alle Indizes i =1,...,m
n
max g Aa;jlz;] = min E pij + iz
S;:|S;|<T; ZisPij £
JES; j=1

s.d. Zi —l—pij Z Aaij|xj| Vj, Dij Z 0 VJ, Zi Z 0.



Also ist (RM1P) dquivalent zu

n
min ¢’z + Zp(]j 4+ oz
j=1

s.d. Za”x]—l—Zp”%—Flzng, szl,,m

j=1 j=1

pi; >0 Vij=1,....n, Vi=0,...,m

%>0 Yi=0,...,m

20+ poj > Acjlz;] Vi=1,...,n

2 +pij > Aaijlz;] Vi=1,...,n, Vi=1...,m

T, €Z Yj=1,....k

xr € R".
Die Formel (RM I P*) erhalten wir nun, indem wir fiir alle Indizes j die Variablen
|z;| durch y; mit y; > 0, —y; < x; < y; ersetzen. O

4.2 Robuste 0-1 Optimierung

Wir betrachten nun das folgende binéire Problem
(BP) min {c'z: z € X C {0,1}"}.

Dabei gibt die Menge X C {0, 1}" Restriktionen an. Viele kombinatorische Pro-
bleme konnen so modelliert werden. Weiter nehmen wir an, dass Unsicherhei-
ten nur im Zielfunktionsvektor ¢ auftreten, d.h. die ¢; sind Zufallsvariablen in
[¢j, ¢j + Ac;] mit Ac; > 0.

Die robuste Formulierung von (BP) ist dann

S:|S|<Tg £
jeSs

(RBP) min {CTI + max Zchxj cxe X CHo, 1}”} .

Beachte: Da die z; > 0 sind, gilt |z;| = z; fiir alle j =1,...,n.
Beispiele:
o Kiirzeste Wege und Traveling Salesman Problem, wobei die Lénge einer

Kante unsicher ist (z.B. wegen Stau).

e Netzwerk-Design Probleme, wobei die Kosten fiir den Bau einer Verbindung
unsicher sind (z.B. wegen Bodenbeschaffenheit).
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Ein Typischer Ansatz besteht darin, eine endliche Zahl méglicher Szenarien
1, ..., Cm 70 betrachten und deren Maximum zu verwenden. Fiir zwei Szenarien
c1 und ¢, sieht dies wie folgt aus:

(RBP,) min {max{c| z,c; 2} : v € X}.
Jedoch kann (RBP;) NP-schwer sein, selbst wenn (BP) polynomiell 16sbar ist.

Theorem 4.3. Das Kiirzeste-Weg Problem mit zwei Szenarien ist NP-schwer.

Beweis. Das folgende Problem ist NP-vollstandig:

(PARTITION) Gegeben seien dy,...,d,, € Z. Entscheide, ob ein
S C{L,....n} existiert mit Y, od; = > ;05d;.

Wir reduzieren (PARTITION) auf
(RSP) min {max{c| z,c; x} : x ist ein Pfad in G},
wobei der Graph G wie folgt gegeben sei
G- ° dl d2 d3 . dn—l dn
° . /
fir die Kosten ¢; und

XXX

fiir die Kosten ¢,. Alle Kanten ohne explizit gegebenes Kantengewicht haben den
Wert Null.

Falls S C {1,...,n} existiert mit } . od; = >_..5d;, so wihle einen Pfad  so,
dass fiir jedes j € S die obere Kante zu z gehort und sonst die untere Kante.
Dann ist also ¢f @ =Y. gd;j und e 2 = ", d;. Somit ist

igs %

1 n
(%) max{c| z,cyx} = 5 Z d;.
j=1
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Umgekehrt, wenn ein Pfad = mit der Eigenschaft (k) existiert, dann setze
S ={j: z enthilt die obere Kante an der Stelle j}.

Also existiert eine Losung fiir (PARTITION) genau dann, wenn eine optimale
Losung von (RSP) 537", d; ist. O

Da fiir jedes Polytop P eine Ecke ¢* € P existiert mit max.cpc'z = z'c* und P

endlich viele Ecken besitzt, folgt mit Theorem 4.3 das folgende Ergebnis:

Folgerung 4.4. Fiir ein Polytop P st das Problem

min maxc'
rzeX ceP

im Allgemeinen NP-schwer, auch wenn (BP) fiir festes ¢ polynomiell losbar ist.

Aber Problem (RBP) bleibt (im Gegensatz zu (RBP;)) polynomiell lsbar, wenn
(BP) polynomiell 16sbar ist.

Theorem 4.5. Sei 0.B.d.A. Ac; > Acy > ... > Ac, > 0. Dann ist die optimale
Lésung von (RBP) gleich

l
. . T
,win <F0Acl + min <c T+ Z(ch — Acl)xj>>

..... p
wobei Acyyq = 0 sei. Man kann also (RBP) lésen, indem man n + 1 Probleme

(BP) lost.

Beweis. Es gilt

n
min{ ¢’z + max E Acjrj: v € X
T SZ‘S|SFO -
J=1
n
= min ¢ 7+ max E Acjziu;
x u
g=1

sd. 0<u; <1 Vj=1,...,n, Y u;<Ty, z€X
j=1

. T

= ['v0 E j

glel’r;cx—i-o—i—.ly]
‘]:

sd. y;+0>Acjz;, y; >0 Vi=1,....,n, 0>0, ze€lX.



Fiir jede Optimallosung (x*, 0*, y*) gilt
y; = max{0; Ac;x; — 0"} Vi=1,...,n,

da die y; positives Gewicht in der Zielfunktion haben. Durch ersetzen der y;
erhalten wir somit ein dquivalentes Problem

migl{ch+F09+Zmax{0;chxj —0}:60>0, x¢€ X}.

j=1

Wegen = € {0,1}" und 6 > 0 gilt max{0; Ac;z; — 6} = max{0; Ac; — 0}x; fiir
alle 7. Das dquivalente Programm ist somit

mi@n{cT:ijFOQ%—Zmax{O;ch —0}r;: 0>0, z € X}.

=1

Es stort nun noch die Variable 6 > 0. Wir zerlegen nun [0, c0) in die Intervalle
0, Acy], [Acn, Acp_1], ..., [Aci,00). Dann ist

o SN (A = 0)a; falls 6 € [Acy, A
masc{; Acy = B = { 0 falls 6 € [Acq, 00).

Das dquivalente Programm ist somit

-1
. T
m%l}ill{c x4+ Tl + Z;(ch —0)x;: >0, 0€[Ac, A4, v € X},
]:
Wenn wir x und [ fixieren, so ist die Zielfunktion linear. Das Minimum wird somit
fiir # = Ac¢;_q oder 8 = Ac¢; angenommen. Das dquivalente Programm ist somit

-1
min;~;  min{CyAc; + m1)1<1 E (Acj — Ag)zy,
S
Jj=1

-1
FoAc—y + lgfclél)f(l E(ch — Aciy)w;}
]:
-1
= _min_ ToA¢ +min E(ch — Aq))z;.
]:



4.3 Beispiele zur robusten 0-1 Optimierung
4.3.1 Das robuste Rucksackproblem

Gegeben seien n Objekte mit Gewichten aq, ..., a, und Werten wy, ..., w, und
eine Gewichtsschranke b.

Gesucht ist eine Teilmenge von Objekten mit einem maximalen Gesamtwert, so
dass die Gewichtsschranke b respektiert ist.

Wir formulieren die Aufgabe als (M P) mit Variablen x; € {0, 1} fiir jedes Objekt
1. Dabei sei x; = 1 genau dann, wenn ¢ ausgewahlt wird.

(Knap) max{w'z: a'x <b, v €{0,1}"}.

Beispiel 4.1. Es seien 4 Objekte gegeben mit b = 14 und

CL1:12 CL2:6 CL3:6 a4:4

wy; =200 wy =100 w3 =75 w4 = 50.

Dann existieren 4 Kandidaten (1,0,0,0), (0,1,1,0), (0,1,0,1), (0,0,1,1) fir die
Optimallosung mit Werten 200, 175, 150, 125. Alle anderen zuldssigen Lésungen
konnen nicht optimal sein, da bei thnen noch ein Objekt hinzugefiigt werden kann.
Es ist somit optimal, nur das erste Objekt auszuwdhlen.

Angenommen, die Objekte konnen beim Transport beschédigt werden und dabei
einen Wert Aw; verlieren. Wir méchten nun die Beschédigung von bis zu I
Objekten beriicksichtigen.

Dies kann wie folgt robust modelliert werden:

S:|S|<To

(RBP) min {—wa + max Zijxj :xe{0,1}", Zajxj < b} :
; jes j=1
Nach Theorem 4.1 ist dies dquivalent zu

min  (—w 'z + 2Ty + ij)

i=1

n
s.d. ZCL]’ZIZ’]’ S b
7=1

24+p; > Awiz; Vji=1,...,n
p; >0 Vj=1,...,n

z>0

r e {0,1}"



Somit kann das robuste Rucksackproblem fiir jedes I'y als MIP (mixed integer
program) formuliert werden.

Beispiel 4.2 (Fortfithrung von Beispiel 4.1). Es sei nun Aw; = 150, Aws = 60,
Aws = 50 und Aw, = 5. Dann erhalten wir folgende Werte fir 'y = 0,1,2:

FO - 0 FO - 1 FO - 2
(1,0,0,0) | 200 50 50
(0,1,1,0)| 175 115 65
(0,1,0,1)| 150 90 85
(0,0,1,1)| 125 75 70

Fir Ty =1 ist (0,1,1,0) die Optimallésung und (1,0,0,0) der schlechteste Kan-
didat. Fir Ty =2 ist (0,1,0,1) optimal.

4.3.2 Robuste minimal aufspannende Biume

Gegeben sei ein zusammenhéngender Graph G = (V) E') mit Kosten ¢, fiir jede
Kante e € E.

Gesucht sei ein aufspannender Baum in G mit minimalen Gesamtkosten.

Dies kann mit dem polynomiellen Algorithmus von Kruskal berechnet werden:

Durchlaufe die Kanten des Graphen so, dass die Kosten steigend sind. Fiige dabei
eine Kante zum schon berechneten Wald hinzu, wenn sie keinen Kreis erzeugt.

Das Problem minimal aufspannender Bédume
min{c'z: x € {0,1}¥, z ist aufspannender Baum in G'}
kann mit diesem Algorithmus in polynomieller Zeit gelost werden.

Beispiel 4.3. Gegeben sei der folgende Graph mit den angegebenen Kantenge-
wichten:
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Der minimal aufspannende Baum in diesem Graphen ist durch die Doppellinien
gekennzeichnet. Weiter seien wieder Unsicherheiten Ac; gegeben, um welche die
Kantengewichte vergrofiert werden kénnen:

Wir wollen nun Theorem 4.5 anwenden mit I'y = 5. Hierfiir nummerieren wir
die Kanten nach absteigender Unsicherheit:

Es ist also Ac; = Acyg = ... = Acy = 3 und Acg = ... = Acyp = 1. Mit
Theorem 4.5 folgt firl=1,...,7

!
I'oAc; + chél)I(l clx+ Z;(ch —Ac)z; | =ToAg + chél)I(l ¢'r=15+13 = 28.
J= =0

Firl=38,...,12 st

7 I
FoAc + 21’&1)1{1 ¢z + Z(ch — A¢))z; + Z(ch — Az

Jj=1 —92 Jj=8 =0
7
= T'yA¢ + min ch+E 2z; |,
zeX —
‘]:

11



d.h. das Problem minimal aufspannender Bdume wird nochmal geldst, wobei die
Werte ¢;, v =1,...,7 um 2 erhoht werden:

3+2

3+2 6+2

Der minimal aufspannende Baum besitzt den Wert 21. Somit sind die Gesamt-
kosten 5 4 21 = 26.

Abschlieffend muss noch der Fall | = 13 untersucht werden mit Acy3 = 0:

FoAc; + mm c'z+ Z Ac; — Ac)z; + Z ch Ac))z
N—_————

Jj=1 —3 Jj=8
7 12
= min CTZL'—FE 3:17]-—|—E x| .
zeX
j=1 j=8

Das Problem minimal aufspannender Bdume wird nun gelost, wobei die Werte ¢;
fiuri=1,...,7 um 3 erhoht werden und firi=3S8,...,12 um 1.

3+3

3+3 6+3

Die Gesamtkosten sind also 28 fiir | = 13. Wir vergleichen nun die Gesamtkosten
fiir die verschiedenen 1. Der niedrigste Wert ist 26. Der zugehdérige Spannbaum
18t also robust optimal.
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4.4 Ubertragung von Approximationsergebnissen

Sei a > 1. Eine Klasse von Problemen der Form (M P) heifit a-approximierbar,
wenn es einen polynomiellen Algorithmus gibt, der fiir jede Instanz eine zuléssige
Losung 2 € R™ berechnet mit ¢'x < ac'a*, wobei 2* eine optimale Losung fiir
die Instanz ist.

(Bei max statt min: ¢'z > Zc¢Ta*))

Beispiel 4.4. Das Rucksackproblem ist NP-schwer, aber der folgende Algorith-
mus findet immer eine Losung, die mindestens den halben Wert des Optimums
erreicht:

1. Sortiere die Indizes so, dass

w w w
L>2s > gilt.

a1 a2 Qp,

2. Firi=1,...,n:
Fiige © hinzu, wenn es die Gewichtsgrenze erlaubt.

3. Wenn diese Losung schlechter ist, als der grifste Wert w;, ersetze sie durch
{i}.
Das Rucksackproblem ist also 2-approximierbar.
Beispiel 4.5. Das Problem des Handlungsreisenden (T'SP) ist %fappmm'mz'erbar,
wenn fiir die Kosten ¢ die Dreiecksungleichung c;j + ¢ > cii, fiir alle i, j, k gilt.
Bleiben die robusten Versionen a-approximierbar?

Folgerung 4.6. Falls (BP) a-approzimierbar ist fiir beliebige Kosten ¢, dann ist
auch (RBP) a-approzimierbar.

Beweis. Betrachte die Probleme

!
(BP) min{c'x + Z(ch — Aq)zj; v € X}
j=1

fiirl =1,...,n+1. Laut Voraussetzung konnen wir in polynomieller Zeit zuldssige
Losungen 2! € X fiir die Aufgaben (BPF;) berechnen. Es seien

!
z:=c'z!' + max Zchxé-, l=1,...,n+1,

S:|S|<Tg 4
J=1
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und z = min{zy, ..., 2,11}

Wir wollen zeigen, dass z hochstens um Faktor a grofler ist, als das Optimum
von (RBP).

Firallel =1,...,n+ 1 gilt:
!

2 < 'zl 4+ max E chxé-
SiI8|<To 4=
‘]:

_ : T,.1 . 1
= min (c '+ Tof + Zl max{0; Ac; — G}xj)
J:
(wie im Beweis von Theorem 4.5)

IA

I
c'a' + ToAc + Z(ch — Ag)zl  wegen 0 := Ac,

J=1

IA
o

zeX

I
- min (cT:c + ) (Ag — Acl)xj> +ToAc;,  wegen (k)

J=1

!
< o- (;gg{l (ch + Z(ch - Acl)xj> + F0A01> wegen « > 1.

J=1

Also ist

l
z < «a- min <min <ch + > (A¢ — Acl)xj> + FoAcl>
J
= «- (Optimum von (RBP)) wegen Theorem 4.5.

O

Beispiel 4.6 (Robuste Approximierung des Rucksackproblems). Wir fiihren nun
das Beispiel 4.1 bzw. das Beispiel 4.2 fort. Es sei also b =14 und

CL1:12 CL2:6 CL3:6 a4:4
w; =200 wy =100 w3 =75 w4 =50.

Wir berechnen zundchst die 2-Approximation ohne Unsicherheit(Ty = 0). Es ist

w_wp 200wy

ws 150

ax ay 12 7 ay  az 127

Somit ist {2,1,3,4} eine magliche Sortierung. Es wird also 2 eingepackt, 1 passt
nicht, 3 wird eingepackt und J passt nicht. Dem entspricht der boolsche Vektor
2° = (0,1,1,0) mit Wert 175. Im 3.Schritt des Algorithmus setzen wir dann
% = (1,0,0,0), da {1} einen Wert 200 > 175 besitzt.

14



Robuste 2-Approximierung mit I'g = 1:

Es sei Aw; = 150, Awy = 60, Aws = 50 und Aw, = 5. Wir lésen nun die
Probleme (RBP,) firl = 1,...,5. Dabei ist zu beachten, dass jetzt mazimiert
statt minimiert wird.

[=1:
[=2
[=3
=4
=5

Das Problem (RBPy) entspricht (BP), d.h. die approzimierte Lisung ist
2! = (1,0,0,0) mit dem Wert 200. Wegen Aw, = 150 ist also der Gesamt-
wert z; = 200 — 150 = 50.

: Das Problem (RBPy) entspricht

mag:é((wa — (Awy — Awy)zy) = max(110z; + 10022 + 75z + 50z4).
xre re

Mit den Quotienten %, %, %, % ist die Reihenfolge {2,3,4,1} korrekt.
Mit dem Approzimationsalgorithmus erhdilt man nun z* = (0,1,1,0) mit
dem Gesamtwert zo = 175 — max{60,50} = 115.

: Das Problem (RBP3) entspricht

mgz_((wTa: — (Aw; — Aws)ry — (Aws — Aws)xs)

= mEAL)z_((l()OZEl + 901’2 + 751’3 + 501’4).
BAS

Mit den Quotienten %, %, %, % ist wieder die Reihenfolge {2,3,4,1}

korrekt. Somit ist x® = (0,1,1,0) optimal mit dem Gesamtwert z3 = 175 —
60 = 115.

: Das Problem (RBPy) entspricht

mg:é((wa — (Awy — Awy)xy — (Aws — Awy) o) — (Aws — Awy)zs

= mag:gc(55a:1 + 4529 + 30x3 + 50xy).
A

Mit den Quotienten %, %, %, % ist die Reihenfolge {4,2,3,1} beim

Approzimationsalgorithmus zu verwenden. Dieser ergibt die Losung x* =
(0,1,0,1) mit z4 = 150 — max{60, 5} = 90.

: Das Problem (RBP;) entspricht

l'IlaX(’UJTSL’ — Aw1x1 — AUJQIQ — Awgl’g — Aw4x4)
zeX

= m%?(E)Oxl + 405(72 + 255(73 + 451’4)
S

Mit den Quotienten 23, 8339 13 st die Reihenfolge {4,2,3,1} beim Ap-
prozimationsalgorithmus zu verwenden. Man erhdlt z° = (0,1,0,1) mit

25 = 150 — max{60,5} = 90.
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Es ist also x> = (0,1,1,0) mit = = 115 eine 2-approxvimierende Ldsung des
Knapsackproblems mit 'y = 1. In diesem Beispiel entspricht sie sogar der robust
optimalen Lésung (siehe Beispiel 4.2).

4.5 Robuste Netzwerkfliisse

Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V, E) mit Kapazitdten u;; > 0 und
Kosten ¢;; > 0 fiir jede Kante (4, j) € E. AuBlerdem seien fiir jeden Knoten i € V
Versorgungen b; € R gegeben mit ) ., b; = 0.

Es wird nun das Minimum-Kosten-Fluss Problem betrachtet, d.h. wir suchen
die billigste Moglichkeit, um einen Fluss von den Knoten ¢ mit b; > 0 (Quellen)
zu den Knoten j mit b; < 0 (Senken) zu schicken.

Wir formulieren das Problem wie folgt:

min E Cij T4

(i,)eE
s.d. Z Tij — Z Tji = b, VieV
j:(i,5)EE j:(ji)eEE

0 S T4 S Usgj \V/(Z,]) e L.

Beispiel 4.7.

(Kosten c;j, Kapazitit u;;)

Die Werte an den Knoten
sind die Versorgungen b;.

Ein billiger Fluss wird im folgenden Bild angegeben:

16



Wir wollen die robuste Version von (MC'F') durch Lésen von polynomiell vielen
Problemen (M CF') berechnen. Dabei kann Theorem 4.5 nicht verwendet werden,
da die Variablen in (M CF') nicht binér sind.

Es sei X die Menge der zulissigen Losungen von (MCF):

Zji(i,j)EE Lij — Zj:(j,i)eE zj=b VieV
0= @y < uy Vij)€E |

Die robuste Version von (MCF) ist dann

X:{xeRE

MCF * — mi T ACi T
(RMCF) Z=min | c x+SCg:1|%‘X<Fo(,%S Cij%ij
%)

Wir dualisieren nun wie im Beweis von Theorem 4.5. Es ist dann z* = ming>q 2(6)
mit

2(0) = F09+r£17iyn(ch+ Z Yij)

(i,j)EE
s.d. Yij + 0 Z Acijzij \V/('l,]) ek
yij = 0 V(i,j) € E

r e X.
Theorem 4.7. Fir jedes @ > 0 kann z(0) durch Lisen eines Problems der Form
(MCF) berechnet werden.

Beweis. Zuerst ersetzen wir die Variablen y;; durch y;; = max(Ac;;z;; — 6,0).
Dann ist

0) = T mip(cTe Y max(Acye —.0)

(4,j)EE
6
— ] T .. L S —
= T+ 2%1)1{1(0 x+ ('%E Ac;; max(z;; Ay’ 0)).
i.j
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Nun ersetzen wir jede Kante (i, ) € E wie folgt:

(ciz, uij)

Wir behaupten nun: Eine optimale Losung des konstruierten Problems liefert eine
optimale Losung vom Problem

(%) min(c'z + Z Ac;j max(z;; — Ao 0)).

zeX
(i.))EE Y

Sei x optimal fiir (x). Wir unterscheiden nun 2 Fille.

1. Seix;;— < 0. Dann wird im konstruierten Problem der Fluss iiber (i, )

Ac
und (7', 7) geschlckt da diese Variante am billigsten ist und die Kapazitét

ausreicht. Die Kosten hierfiir sind c¢;;z;;.

2. Sei x;; — %ij > 0. Dann wird der Fluss %ﬁ tiber (i,4") und (4', j) geschickt

%ﬁ tiber die teuerere Variante (i,4'), (i, j") und (5, 7).
0

Die Kosten hierfiir sind c¢;;z;; + Acyjx—-
ij

und der Rest z;; —

In beiden Fillen stimmen die Kosten mit denen in der Zielfunktion von (*) iibe-
rein. Also kann z(#) durch das Losen des konstruierten Problems bestimmt wer-
den. O

Theorem 4.8. Die Funktion z : R, — R hat folgende Figenschaften:

1. z ist konvez.

2. Fir 91,92 Z 0 gzlt |Z(91) — 2(92)| S |E| . |91 —92|.

Beweis. 1. Selen (2!, y') und (22, y*) optimale Lésungen fiir § = ¢; und 6 = 6,.
Dann ist (Az' + (1 — X)2?, Ay + (1 — \)y?) zuliissig fiir 6 = My + (1 — \)6s.
Somit gilt

Az(0) + (1= N)z(0) = ¢ Ma'+(1=Na?)+ D Oyl + 1= Nyi)
(1,9)eE

HTo(M0; + (1 — \)fy)
> 2(M + (1= \)by),

da z(A0; + (1 — A\)f,) minimal ist.

18



2. Da die Minimierungsaufgabe zur Berechnung von z(#) linear und lésbar ist,
konnen wir z(#) durch die duale Aufgabe wie folgt berechnen:

2(0) = max min 'y +c'z+ Z Yij + Z rij (ACijzi; — yi; — 0)

r>0 zeX,y>0

(i,7)EFE (i,5)EE
= e i (o= S np0eTrn 3 )
(i,7)EFE (i,7)€FE
+ Z T’Z’jACi]’l’ij

(4,j)EE
— ogi}é?&? (T Z rij)0 +c¢ x + Z Ti; ACi; T
(1,9)eE (1,5)eE
Aus r;; € [0,1] fiir alle (,7) € E und 0 < T'y < |E| folgt
—|E|<To— > ry <|El
(i,j)EE

Weiter sei 0.B.d.A. 6#; > 6, > 0. Dann ist
(Co= D> rip)hi < (Lo— D 3)02 + [ E|(61 — 6s)

(i,7)EFE (i,7)EFE
und somit
2(91) = ogiﬁlﬁi}} FO— Z T,J 91—|—C x + Z T’UACUZEZ]
(i,7)EE (i,7)EE
< Ogiglﬁi}} Z 7ij)0s + ¢ + Z Ti; ACi; T
(i,7)€EE (i,7)€EE
+[E[(6) — 02)

= z(02) + |E|(6h — 62).
Analog hierzu ist z(0;) > 2(6y) — |E|(6; — 63). Also gilt die Behauptung
|2(61) = 2(6:)] < [E] - [61 — 02].
U

Theorem 4.9. Sei e > 0. Man kann eine Losung T € X berechnen mit

'+ max E Acwx,] <e+ 2"
S:‘S|§Fo(
i-j)€

durch Losen von

6
3+ 2floga(| £ - 1)
Problemen der Form (MCF), wobei § = max{u;Acy; : (i,j) € E} sei.
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Beweis. Nach Theorem 4.8 ist die Funktion z(#) konvex. Sei 8* > 0 eine Opti-

mallosung von mingsg 2(6), d.h. z* = z(6*). Dabei gilt 6* € [0; 6.

Es wird nun binére Suche verwendet, d.h. wir berechnen zunéichst z(0), z(0.25-6),
2(0.5-60), 2(0.75 - 0) und z(0).

Im Fall 2(0.25 - §) < 2(0.5 - 0) liegt 6* € [0,0.5 - 4].

Im Fall z(0.5 - 6) > z(0.75 - 0) liegt 6* € [0.5- 6, 6)].
Sonst liegt 6* im Intervall [0.25 - 0,0.75 - §].

Das entsprechende Intervall wird nun nochmal halbiert und die Prozedur entspre-
chend oft wiederholt. In jedem Schritt sind jeweils 2 weitere Berechnungen notig.
Nach k Schritten gilt im entsprechenden Intervall

* * 9_
[2(0) = 2(07)] < |E|l6 — 07| < | Bl

Nach [log, (| E|-2)] Schritten gilt also |2(8) — 2(6*)] < e. Somit ist die angegebene
Anzahl von Problemen der Form (MCF') zu l6sen. O

4.6 Robuste binidre Optimierung mit ellipsoidaler Unsi-
cherheit

4.6.1 Grundbegriffe

Wir betrachten wieder das binare Problem
(BP) min{c'z: r € X}

mit X C {0, 1}". Unsicherheiten seien nur in den Koeffizienten der Zielfunkti-
on vorhanden. Sie sei zunéchst durch eine beliebige Menge C C R™ moglicher
Zielfunktionsvektoren gegeben. Die robuste Version von (BP) ist dann

(RBP) minmax{c'z: = € X}.

xz ceC

Seinun ¢* € Cund D = {c—¢*: ¢ € C}, dann ist die Aufgabe (RBP) dquivalent
zu
: * T
min (c"'z+¢&(x))

mit £(z) := max{d'z : d € D}.

Spezialfille:
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1. Im letzten Kapitel war

n . - dj

D:{deR 1 0<d; <Ac; VY, ;A—ngro},

denn damit ist
_ T
)= gy

_ T, . : J

= m;lX{d Z’OSdJSAC] VJ,;A—CJSF()}

= mélX{ZOéjAle’ji OSQJS]. \V/], ZO&jSFQ}
j=1 j=1

= Ac;x;.

Zum Beispiel firn =2, I'g =1, Ac; = 1 und Acy = 2 ist

£(x) = max{wy,2zy} und
D = {deR?: 0<d; <1,0<dy <2, dy +0.5dy <1}

2. Falls D ein allgemeines Polytop ist, gilt

£(z) = maxd'z = max{d'x : dist Ecke von D}.
deD d

Dies ist also das Maximum iiber endlich vielen Werten. In Theorem 4.3
haben wir bereits gezeigt, dass solche Probleme i.A. NP-schwer sind.

Im Folgenden betrachten wir als weiteren Spezialfall ellipsoidale Unsicherhei-
ten (mit unkorrelierten Kosten)
< 7“}
2

2
5 <oy ={aem | (2 2)
i 01 Oy,

mit > 0, 0 = (01,...,0,) € R" und o; > 0 fir alle j.

D=<deR":

4.6.2 Unkorrelierte Kosten

p-{aer: H(d_d_)
o1 On

21
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ist

— T .
f(x)—rcrlleagd r=r

Da wir o € {0,1}" annehmen, gilt also

Wir wollen nun also die robuste Aufgabe

(RBP — E) z* = min (ch +r- 5T:c)

zeX

16sen. Sei im Folgenden W = {6z : x € {0,1}"}, f(w) =r - /w und

w) = 3r- ﬁ fir w € W\{0}
r- % fiir w=20
mit ¢ = min; 0]2-.

Theorem 4.10. Sei
2(w) = IIéI)I(I(C + g(w)&)T:B +rvw — wg(w). (%)

Dann gilt z* = mingeyw z(w), d.h. man kann (RBPg) lésen, indem man |W|
Probleme der Form (BP) ldst.

Beweis. Sei z* eine optimale Losung von (RBP — E) und sei w* = ' 2*. Dann
gilt

2 = ¢t +r-Vela

¢zt + f(w?)

(c+g(w")a) e — (g(w*)5) "z* + f(w")
(c+g(w)a) z* + f(w*) — g(w*)w

min(c + g(w")a) a + f(w*) = g(w )w’

z(w™)

min 2(w),

AV | |

v

d.h. es ist 2* > ming,epw z(w).
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Fir w € W sei x,, eine Optimallosung von (*). Dann gilt

2w) = (c+gw)d) zy, + f(w) —wg(w)
¢y + f(6 20) + g(w) (6 2w —w) = (f(6" 1) — f(w))
> ¢z + f(6 2y),

denn fiir w > 0 gilt wegen der Konkavitédt von f

g(U))(a'TSL’w — w) f’(w)
f(aTxy,) — f(w) - [T zu)—[(w) >1

und fiir w = 0 gilt

g(0) (6 x,) = - é&Tzw =r- Z NG \/—\/?(x

Vo
——
> r V), R Y e,
.
> \/anvw f(@"x,) — £(0).

Es gilt somit fiir alle w € W

z(w) > c'wy, + f(G xw>>§g§l(c x4 f(6" :c)):z*

und somit die Behauptung. O
Bemerkung: Dieser Beweis lasst sich auf beliebige konkave Funktionen f ver-
allgemeinern.

Im Allgemeinen liefert Theorem 4.10 keine polynomielle Reduktion, da W expo-
nentielle Grole haben kann. Das Vorgehen ist jedoch polynomiell, wenn alle o;
gleich sind, d.h. wenn oy = ... =0, = s > 0 gilt und damit

E(x)y=r-Vola=r-s-V1Tz=r-s-|z|2
mit 1= (1,...,1)7.

Folgerung 4.11. Sei 5 = (s%,...,s%)". Dann ist z* = min,—g ., 2(s*w).

Beweis. Es gilt
W={¢"z: 2 {0,1}"} ={0,5% ..., ns’}

wegen & = (s2,...,s%)T. Also folgt Folgerung 4.11 aus Theorem 4.10. O
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2

In diesem Fall kann man z(s*w) wie folgt berechnen:

Es gilt & = s2. Also ist fiir w = 0:

2(0) = min(c+ g(0)5) "z 4+ rv0 —0- g(0)

zeX

= min(c+ L. 15%)
zeX S

= min(c+rs-1) .
zeX

Fiir w > 0 gilt

2(s*w) = ml)r(l(c + g(s*w)e) & + rvs2w — s*w - g(s*w)
fAS

1 1
1)+ rsyvw — sfw - -

2Ts\/ﬁ

= min(c+ =r

1
zeX 2 S\/E

1
= min(c+ A 1)"x+ 57‘8\/@.

zeX 2\/Q_U

Beispiel 4.8 (Kiirzeste Wege). FEs sei folgender Graph G gegeben:

Dann ist

S 5 2 t S - T~ t

der (nominal) kiirzeste Weg von s nach t in G. Wir betrachten nun eine ellip-
soidale Unsicherheit mit r =1, o; = % fiir alle j. Die Standardabweichung aller
Kosten ist also % Wir suchen eine robust optimale Lésung. Es gilt somit

2
D = (deR": dj)2 <1 :{d€R7:||d||2§§},

() = r-s-v1'la.

Somit ist das robuste Problem (RBP — E)
2" =minc'z + gm
zeX 3

mit der Menge X aller Wege von s nach t. Nach Folgerung 4.11 gilt

* : -
S



Es ist 2(0) = mingex (c+21) . Es muss also ein kiirzester Weg fiir neue Kosten
berechnet werden:

2 2
1+35 4+ 3 — ¢————— o« °
| | |
| | |
1+ 2 2+3 1+ 3 | | |
| | |
[ o ®
s 5+ 2 242 s 5+2 242!

Die Linge des kiirzesten Weges ist also z(0) = 8 + .

Fiir w > 0 st
4 1
Zon) = mi — 1"
z(gw) 221)1{1(c+ NG ) T+
Es werden also wieder kiirzeste Wege berechnet, wobei die Kosten aller Kanten
um einen Wert a = ﬁ erhoht sind. Wegen o < 0.5 erhalten wir fir alle w > 0
den folgenden kiirzesten Weg:

14+« 44 « 14+«

[

[

l1+a 2+« 1+« 1+« 24« |
[

5 54 a 2+«

Es gilt z(w) = 6+ ﬁ + @ fiirw =1,...,7. Dies ist eine Funktion von w > 0.

Ihre Ableitung ist
(2t
6w \ w ’

d.h. die Funktion ist monoton fallend fiir w < 4 und monoton steigend fiir w > 4.
Das Minimum wird also bei w = 4 angenommen. Somit ist

4 1 1 1
ZF = min{z(O),z(—él)} = min{8+ §,7+ g} =7+ 3

Den robust optimalen Weg erhdlt man also mit w = 4.

Beispiel 4.9 (Rucksackproblem). Wir verwenden wieder das Problem aus Bei-
spiel 4.6. Es sei also b =14 und

CL1:12 CL2:6 CL3:6 a4:4
01:200 02:100 03:75 04250.
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(Um die Notationen in den Formeln nicht zu verwechseln, werden hier die Ge-
wichte mit ¢; statt w; bezeichnet.) Wir betrachten dieselben Unsicherheiten wie
vorher, aber jetzt ellipsoidal. Es sei also 01 = Ac; = 150, 09 = Acy = 60,
o3 = Acs = 50 und 04 = Acy = 5.

Fiir r = 1 ist das robuste Problem (RBP — F)

P max c'r— \/1502x1 + 60229 + 50223 + 5214
xe

mit X = {x € {0,1}*: a"z <b}. Es gilt nun

z* = maxmax ((c + g(w)) "z + rvw — rg(w))

weWw zeX
nach Theorem 4.10. Leider besitzt die Menge
W = {150%2; + 60%xy + 50%23 + 5%z, : x € {0,1}*}
schon 2% Elemente. Wir miissen also 16 Rucksackprobleme losen. Auferdem sind

diese NP-schwer.

Bemerkung: Im Allgemeinen ist (RBP — F) ein Optimierungsproblem {iber ei-
nem Lorentzkegel, aber mit zusétzlichen Ganzzahligkeitsbedingungen. Das Pro-
blem ist NP-schwer, aber es gibt Software (aktuelles Forschungsgebiet).

4.6.3 Korrelierte Kosten

Wir wollen nun Unsicherheiten untersuchen, wenn die Koeffizienten der Zielfunk-
tion korreliert sind.

Solche Probleme treten z.B. bei der Verkehrsplanung auf, da die Stauwahrschein-
lichkeiten einzelner Straflen nicht unabhéngig voneinander sind.

Wir betrachten nun die Kovarianzmatrix ¥ = (0;;) der Zufallsvariablen Ac;,
definiert durch

0y = B ((Aci — B(A)) (Ac; — E(Ac,)).

Bedeutung bei i # j:

oi; >0 = Ac; und Ac; bewegen sich tendenziell in dieselbe Richtung.
0i; <0 = Ac; und Ac; bewegen sich tendenziell entgegengesetzt.
0i;; =0 = Es besteht keine Korrelation.

Wir betrachten jetzt
D={der": VIsTd<r}.
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Falls die Variablen unkorreliert sind, ergibt sich ¥ = diag(c2)",, d.h. X ist eine

Diagonalmatrix mit den Eintriigen o? auf der Hauptdiagonalen. Also ist wie in
Abschnitt 4.6.1

D=<{deR":

Beispiel 4.10. Sei n = 2 und seien Ac; und Acy negativ korreliert mit

1 05
2—(—0.5 1 )
4/3 2/3 : g [ap 2
25 1y ) Alsoist D = {d: VAE +didy + @B) < 1}

Durch den Term didy wird die Ellipse D im positiven Quadranten kleiner, d.h.
die Unsicherheit wird dort geringer.

Dann gilt X7 =

Fiir eine beliebige Kovarianzmatrix > und fiir D = {d cR": VdTY-1d< r}
gilt {(x) = r - V& T3z, Die robuste Aufgabe lautet somit

(RBP—K)  min (ch tr \/xTZx) .

zeX

Theorem 4.12. Das Problem (RBP — K) kann NP-schwer sein, auch wenn
(BP) polynomiell losbar ist fir alle Vektoren c.

Beweis. Nach Theorem 4.3 ist das Kiirzeste-Wege-Problem mit zwei Szenarien
NP-schwer:

min max{c| ,c, r}.
reX

Wir wollen dieses Problem auf (RBP — K) reduzieren.
Wir setzen ¥ = (¢; — ¢3)(c; — )", ¢ = (¢1 + ¢2)/2 und r = 0.5. Dann gilt

max{c| r,cy r}

clr+cr qr—cr clrtceagr r—cr
= max , —
2 2 2 2
clT:c + c;x clT:c - c;x clT:c — czT:c
= —= 4 —
Y

2 2 2
_ clT:c+c;x clTx—c;x

2 2

1
= CTZL' + 5\/1’T(Cl — CQ)T(Cl — CQ)[L’
= c'z+r-VaTZe.
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