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Vorlesungsskript

Robuste Optimierung

In der Optimierung bestimmt man im Allgemeinen optimale Losungen in der
Annahme, dass die Eingabedaten exakt bekannt sind. In der Praxis ist dies jedoch
haufig nicht der Fall, da Messfehler, Rundungsfehler oder andere Unsicherheiten
in den Problemdaten auftreten kénnen. So kann es sein, dass eine Problemlosung
bei etwas gednderten Eingabedaten unbrauchbar wird, da sie sehr weit von der
realen Losung entfernt liegt oder gar fiir das Problem unzuléssig ist.

Einen Ausweg aus dieser Situation bietet die robuste Optimierung. Hier wer-
den zusédtzlich zu den Eingabedaten Toleranzen angegeben. Gesucht wird eine
moglichst gute Losung, welche fiir alle innerhalb der Toleranzen liegenden Ein-
gabewerte zuléssig ist.

Das vorliegende Vorlesungsskript wurde anhand des 1.Teils der Vorlesung ,,Ro-
buste Optimierung“ erstellt, welcher im April und Mai 2008 an der Univer-
sitét zu Koln gelesen wurde. Dabei wird kein Anspruch auf Vollstandigkeit oder
vollsténdige Ubereinstimmung mit der Vorlesung erhoben.

erstellt von: Dr. Diana Fanghdnel Kéln, den 04.Juni 2006

!{buchheiml|liers| fanghaenel } @informatik.uni-koeln.de
Hinweise beziiglich der Vorlesung und der Ubungen finden Sie unter :
http://www.informatik.uni-koeln.de/1s_juenger/teaching/ss_08/
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Erratum zur Vorlesung

e In Beispiel 3.2 wurde in der Vorlesung vergessen, die Kegelbedingungen mit
in die Betrachtungen einzubeziehen.
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0 Was ist robuste Optimierung?

Angenommen, wir l6sen ein lineares Optimierungsproblem min{c'z : Az = b},
das von einer Anwendung motiviert ist. z* sei das Optimum. Dann kommt es
héufig vor, dass die Eingabewerte A, ¢ und b nicht genau bekannt sind oder nicht
genau gemessen oder eingegeben werden konnen. Haufig werden diese Fehler in
den Eingabedaten einfach ignoriert, und das Problem wird fiir eine bestimmte
,hominale“Eingabe gelost. Ein so berechnete Losung wird auch als nominales
Optimum bezeichnet.

Aber: In einigen Situationen fithren kleine Anderungen in den Eingabewerten
dazu, dass das Optimum x* in der Praxis unzuléssig oder sehr teuer wird, und
damit unbrauchbar.

Eine Fallstudie hierzu wurde von Ben-Tal et al. mit der NETLIB (einer im Netz
verfiigharen Bibliothek mit realen und konstruierten linearen Optimierungsauf-
gaben) durchgefiihrt. Dabei wurden zunéchst die Optima fiir die Instanzen aus
der NETLIB bestimmt. Anschlieend wurden zuféllig Koeffizienten perturbiert
und die neuen Optima ermittelt. Das Ergebnis war, dass bei 13% der Probleme
eine Perturbation von 0.01% dazu fiihrte, dass das nominale Optimum die neuen
Ungleichungen stark verletzt.

Einen moglichen Ausweg hierzu bietet die stochastische Optimierung. Dabei
werden ,,bedeutende”Datenunsicherheiten i.a. stochastisch modelliert. Jedoch ist
héufig die Verteilung der Eingabedaten unbekannt.

Das Ziel der robusten Optimierung ist es, die Unsicherheit der Daten schon
in die Modelllierung des Problems mit aufzunehmen. Im Unterschied zur stocha-
stischen Optimierung wird jedoch nicht unbedingt angenommen, dass die Daten
einer bestimmten Verteilung geniigen. Der , Preis der Robustheit®, d.h. die Ver-
schlechterung der Zielfunktion, soll nicht zu hoch sein.

0.1 Grundlegende Annahmen der robusten Optimierung
Annahme 1: Die unsicheren Daten sind unbekannt, aber beschrankt. D.h., es
148t sich eine beschriankte Menge U C RM der moglichen Eingabewerte festlegen.

Annahme 2: Die (Un)gleichungen in U sind bindend, d.h. wenn die Eingabe in
U liegt, konnen wir keine Verletzung der angegebenen Restriktionen tolerieren.

Ein Losungsvektor heifit robust zuldssig, wenn er fiir alle Inputwerte aus U
zuléssig ist.

Wir werden Optimierungsprobleme der folgenden Art betrachten:

(PU) mm{f(x,C) Ce U7 F(LL’,C) EK}
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mit den Inputdaten (, der Unsicherheitsmenge U und dem Zuléssigkeitsbereich
K der Losung.

Definition 0.1. x heifit robust zuléssig, genau dann wenn F(z,() € K ist fir
alle Eingabedaten ¢ € U.

x heifit robust optimal, genau dann wenn x robust zuldssig ist und den kleinsten
garantierten Zielfunktionswert besitzt, d.h., wenn x das folgende Optimierungs-
problem lost:

(RPy) Irxlitn{t : f(z, Q) <t, F(z,¢) € K fir alle ( € U}.

Aufgaben von der Form (RPy) bezeichnet man als semi-infinite Optimierungs-
aufgaben. Da sie i.a. unendlich viele Nebenbedingungen haben, sind sie meist
schwer zu losen. Dennoch gibt es einige Spezialfille, fiir welche man (RPy) gut
16sen kann, z.B. fiir lineare, konische und semi-definite Optimierungsaufgaben

(Pr)-

Werden z.B. die Aufgaben der NETLIB-Bibliothek auf diese Weise mit 0.01% Un-
sicherheit in den Daten berechnet, verliert man maximal 1% des urspriinglichen
Zielfunktionswertes, d.h. die berechnete Losung ist fiir die nominale Ausgangs-
aufgabe fast optimal.

0.2 Die Modellierung nach Soyster (1973) fiir lineare Op-
timierungsaufgaben

Wir betrachten die lineare Optimierungsaufgabe
max{c'z: Az < b}.

Dabei nehmen wir an, dass die Unsicherheit in den Daten nur die Elemente der
Matrix A betrifft. O.B.d.A. sind die Kostenvektor ¢ und die rechte Seite b nicht
betroffen, denn falls eine Unsicherheit in ¢ auftritt, so konnen wir die dquivalente
Aufgabe

max{z: Az <b, z—c'z <0}

betrachten.

Es sei nun 'z < ¥ eine der linearen Ungleichungen in Az < b. Fiir diese Un-
gleichung betrachten wir alle Perturbierungen der Daten in einer Box

W={aeR": a;—Aa; <a; <a;+Aaj, j=1,...,n}.

D.h. die Eintriage der Matrix sind als symmetrische und beschrénkte Zufallszahlen
modelliert.



Es gilt nun
a'z <V VYaeW < maxa xz<V.
aceW

Der optimale Zielfunktionswert der Aufgabe max,cy a'z darf also den Wert &’
nicht iiberschreiten. Dies entspricht der folgenden linearen Optimierungsaufgabe
mit fixierten x, a und Aa sowie dem Losungsvektor a:

max{:ETa ca<a+Aa, —a < —a+ Aa}.

a

Die duale Aufgabe hierzu ist

min{a' (r —s)+ (Aa)" (r+s): r—s=ux, r,s >0}.

T8

Wegen max,cyy a'z < b ist also der Vektor = robust zuldssig, wenn das folgende
System losbar ist (d.h. Vektoren r, s existieren):

(@+ Aa)r — (a— Aa)s <V
r—s=ux
r,s >0
Diese Betrachtungen kann man leicht auf mehrere Ungleichungen verallgemei-
nern. Ein Vektor x ist somit robust zulédssig, wenn Vektoren r, s existieren, welche
die folgenden Ungleichungen 16sen:
(A+AA)r —(A—AA)s<b
r—s=u
r,s >0
Beispiel 0.1. Wir betrachten die lineare Optimierungsaufgabe

r1+ 229 + 33 —
2$1+l’2+$3 < 5
> 0

max

L1, L2, T3
mit Aa; = Aay = Aasz = 1.
Dann entspricht dies der folgenden robusten linearen Optimierungsaufgabe

T, + 229 + 33 — max

(3,2,2)7’ - (1,0,0)8 S
r—s =
x,r,8 > 0.

Diese Optimierungsaufgabe besitzt als optimale Losung x3 =r3 = 2.5, 11 = 19 =
S1 = 89 = 83 =11 =19 = 0 mit dem optimalen Zielfunktionswert 7.5.



1 Von linearer zu konischer Optimierung

1.1 Wiederholung zu linearen Optimierungsaufgaben

Wir betrachten die lineare Optimierungsaufgabe
(LP) min{c'z : Az > b}

mit x € R™. Der Vektor ¢ € R" gibt die Koeffizienten der Zielfunktion

n
CTZL’ = E CiT;
=1

an. A € R™*" ist die Matrix der Nebenbedingungen und b € R™ die rechte Seite
der Nebenbedingungen.

Die Aufgabe (LP) heifit

e zulissig, wenn der zulissige Bereich F = {x € R" : Az — b > 0} nicht
leer ist; sonst heifit die Aufgabe unzuléssig.

Die Elemente x € F heilen zuléssig fiir (LP).
e beschrinkt, wenn (LP) entweder unzuléssig ist oder ein k € R existiert,
so dass k < ¢z fiir alle x € F gilt.
Sei (LP) beschrénkt. Dann existiert ein optimaler Zielfunktionswert
= igf{ch . Az > b}.
Ist F =0, so wird ¢* = oo gesetzt. Ist (LP) unbeschrinkt, so ist ¢* = —c0.

Die Aufgabe (LP) heifit 16sbar, wenn sie zulédssig und beschrénkt ist. In diesem
Fall wird der optimale Zielfunktionswert angenommen, d.h. es existiert ein z* € F
mit ¢'2* = ¢*. Ein solches * heifit optimale Losung von (LP).

Dies ist bei nichtlinearen Optimierungsaufgaben i.a. nicht der Fall. Zum Beispiel
ist die Aufgabe min,{1/x : x > 1} zuldssig und beschrinkt mit dem optimalen
Zielfunktionswert 0. Dieser optimale Zielfunktionswert wird jedoch in keinem
zulédssigen Punkt angenommen.

1.2 Dualitatsbetrachtungen

Gegeben sei zunéchst eine Optimierungsaufgabe min, {f(z) : z € X} mit einem
zuléssigen Bereich

X ={x: gi(z) <by,i=1,...,m}.
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Wie kann man fiir den optimalen Zielfunktionswert
ff=inf{f(z): gi(z) <b, i=1,...,m}.

systematisch untere Schranken bestimmen? Bei linearen Optimierungsaufgaben
(LP) ist dabei g;(x) = a] x firi=1,...,m.

Wir betrachten hierfiir zunéchst das folgende Beispiel:

Beispiel 1.1.

T+ Ty +...+ Togor + Tooog — Iin
Ty + 21’2 +...+ 20071’2007 + 20081’2008 Z 1
20085(31 + 20075(32 +...+ 25(32007 + Togos = 100

Durch Addition der beiden Nebenbedingungen erhdlt man
2009(1’1 + X9+ ...+ Togor + 1’2008) > 101.

Diese Ungleichung ist durch alle zuldssigen Losungen erfillt. Somat ist der opti-

male Zielfunktionswert > %.

Es ist also sinnvoll, Linearkombinationen ¢;(x)y; + g2(2)y2 + ... + gm(2)ym der
Nebenbedingungen zu untersuchen mit y1,...,¥y,, > 0. Es sei nun also ein Vektor
y € R gegeben. Dann gilt

m m

Zgz(fc)yz > Z biyi-
i=1

1=1

Wenn nun y € R so gewéhlt wird, dass > .-, g;(z)y; < f(x) gilt fiir alle z € R™,
so ist f(x) > >, biy;. Demzufolge ist Y ", b;y; eine untere Schranke fiir den
optimalen Zielfunktionswert f*.

Wie man nun leicht sieht, ist die beste derartige untere Schranke der optimale
Zielfunktionswert der Optimierungsaufgabe

(DOA) max{z biyi - y =0, Zgi(x)yi < f(z) Vo € R"}.
Y3 i=1

1.3 Dualitat bei linearen Optimierungsaufgaben

Es soll nun eine untere Schranke fiir den optimalen Zielfunktionswert ¢* der
Aufgabe (LP) ermittelt werden. Hierfiir ersetzen wir in der Aufgabe (DOA)



f(x) == ¢"x und g;(x) = az, wobei a; die i-te Zeile der Matrix A sei. Dann
entspricht (DOA) der folgenden linearen Optimierungsaufgabe

(D) max{b'y: Aly=c, y >0}
v

Die Aufgabe (D) heifit duale Aufgabe zur linearen Optimierungsaufgabe (LP).
Aufgrund der Konstruktion gilt:

1. Die duale Aufgabe der linearen Optimierungsaufgabe (D) ist wieder (LP).

[\]

. Es gilt schwache Dualitét, d.h. es ist

bly<c'z fiir alle z € X und alle y > 0 mit ATy = c.

@

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) (LP) ist zuldssig und beschrankt nach unten.
(b) (D) ist zuldssig und beschrinkt nach oben.
(c) (LP) ist losbar.

(d) (D) ist losbar.

(e) (LP) und (D) sind beide zulédssig.

W

. Es gilt starke Dualitét, d.h. es existiert eine zuldssige Losung z* fiir (LP)
und eine zulissige Losung y* fiir (D) mit ¢"2* = b7 y*.
Beweis. Siehe Standartlehrbiicher zur linearen Optimierung! 0

Theorem 1.1 (komplementérer Schlupf). Sei z zuldssig fiir (LP) und y zuldssig
fiir (D). Dann sind x und y genau dann optimal fir (LP) bzw. (D), wenn

yi(a] x —b;) =0 ist fir allei=1,....,n
oder genauso, wenn
c'r—bly=0 st (keine Dualititslicke).
Bemerkungen: Die linearen Optimierungsaufgaben (LP) und (D) konnen in
polynomieller Zeit gelost werden (Ellipsoidmethode). In der Praxis wird jedoch

meist das Simplexverfahren genutzt. Dieses besitzt eine exponentielle Laufzeit im
worst-case, ist aber in der Praxis i.a. sehr schnell.

kommerzielle Software:

e CPLEX (ILOG)

e open source: Clp (siehe www.coin-or.org)



1.4 Halbordnungen und Kegel

Lineare Optimierungsprobleme besitzen viele schone Eigenschaften (z.B. die star-
ke Dualitéit). Es konnte gezeigt werden, dass dies u.a. auch mit den Eigenschaften
der zugrunde liegenden Halbordnung ,,>*,

a>b & a; > b; fir alle 7,

zusammenhéngt. Diese Eigenschaften sind die folgenden:

R1) Reflexivitit: Es gilt a > a fiir alle a.

R3

(R1)

(R2) Antisymmetrie: Aus a > b und b > a folgt a = b.
(R3) Transitivitit: Aus a > b und b > ¢ folgt a > c.
(R4)

R4) Vertraglichkeit mit linearen Operatoren:

(a) Homogenitit: Aus a > b und A € R, folgt A\a > \b.
(b) Additivitdt: Aus a > bund ¢ > d folgt a +¢ > b+ d.

Diese Eigenschaften sind auch fiir andere Halbordnungen erfiillt. Z.B. kann auf
der Menge der quadratischen Matrizen A € R™*" eine Halbordnung > eingefiihrt
werden mit

A» B & A— B  positiv semidefinit.

Wir mochten nun Nichtlinearitdten zulassen, und dabei aber méglichst viel von
der Dualitdtstheorie behalten.

Hierfiir betrachten wir eine Halbordnung >, welche die Eigenschaften (R1)-(R4)
besitzt. Wir wollen nun in der Aufgabe (LP) die Halbordnung > durch > ersetzen.

Als erstes bendtigen wir eine alternative Formulierung fiir die Halbordnung >-.
Hierfiir betrachten wir einen Kegel

Ky :={aeR": a > 0}.
Es gilt nun offensichtlich

a>b = a—b>0 & a—be K-.

Die Halbordnung > erfiillt die Eigenschaften (R1)-(R4) genau dann, wenn der
Kegel K. die folgenden Eigenschaften besitzt:

(K1) Der Kegel Ky ist nichtleer und abgeschlossen unter Addition, d.h. aus
a,d € Ky folgt a+d' € K.
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(K2) K ist eine konische Menge, d.h. aus a € K, und A € R, folgt Aa € K.
(K3) Der Kegel K ist spitz, d.h. aus a € K» und —a € K folgt a = 0.

Umgekehrt definiert jeder Kegel mit den Eigenschaften (K1), (K2) und (K3) eine
Halbodnung mit den Eigenschaften (R1)-(R4).

Beweis. Einfache Ubungsaufgabe! O

Beispiel 1.2. Es sei > die gewdhnliche koordinatenweise Ordnung im R™. Dann
ist der zugeordnete Kegel K~

Ks={x: >0} =R.

Dieser Kegel besitzt die Figenschaften (K1)-(K3).

Zusdtzlich ist K> abgeschlossen, d.h. wenn eine Folge (a;);en C K> gegen einen
Grenzwert a* konvergiert, so ist a* € K.

Weiter hat K> ein nichtleeres Inneres, d.h. es existieren ein € > 0 und ein v* €
K>, so dass alle v mit |[v — v*|| < € auch in K> liegen.

Weitere fiir uns interessante Kegel sind die folgenden:

e Lorentzkegel L" :={zx € R": z,, > Z;:ll (zi)?}.

e Kegel der positiv semidefiniten n x n Matrizen

(Eine Matrix A heifit positiv semidefinit, genau dann wenn A symmetrisch
ist (A = A7) und nur nichtnegative Eigenwerte hat (d.h. es ist 2" Az > 0
fir alle z € R™).)

Es sei nun K ein Kegel mit den Eigenschaften (K1)-(K3), und es sei >k die
zugeordnete Halbordung. Dann bezeichnet man Optimierungsaufgaben der Form

min{c'z: Az > b}

als konische Optimierungsprobleme. Bedeutende Spezialfille hiervon sind die
lineare Optimierung, die konische quadratische Optimierung und die semidefinite
Optimierung.

konische quadratische Optimierung: Die Aufgabe

min{c'z: |Dix+d| <ex+ fi, I=1,...,k}
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ist dquivalent zur Aufgabe

( D1I+d1
( 6]—!13 + fi )
min c¢'z: Av —b= : >k 0,
: Dyx + dy
\ < 62—1’—0—]“/& ) )

wobei K hier ein Kreuzprodukt von Lorentzkegeln K = L} x ... x L} ist.
semidefinite Optimierung:

min{c'z: Az — B =2, A; + 2345+ ... + 2,A, — B = 0},

wobei > hier die zum Kegel der positiv semidefiniten Matrizen gehérende Halb-
ordnung sei.

Wir wollen nun Dualitétsséatze fiir konische Optimierungsprobleme angeben.

1.5 Konische Dualitit

Genau wie bei der linearen Optimierung suchen wir eine untere Schranke fiir den
optimalen Zielfunktionwert eines konischen Programms

min{c'z: Az —b >k 0}.
In Analogie zu linearen Optimierungsaufgaben stellt sich nun die folgende Frage:

Mit welchen Vektoren y darf man Az >y b skalar multiplizieren, so dass y' Az >
T .
y' b gilt?

Im Fall K’ = R, (lineare Optimierung) sind dies alle y € R?. Das néchste Beispiel
zeigt jedoch, dass bei anderen Kegeln die Vektoren y > 0 i.a. nicht genommen
werden konnen.

—1 0
Beispiel 1.3 (Lorentzkegel). Die Ungleichung | —1 | >1s | 0 | stimmt, da
2 0

wegen 2 > \/(—1)2+ (—1)2 auch (—1,—1,2)" € L? gilt. Wir betrachten nun den
Vektor y = (1,1,0.1)T > 0. Dann ist (—1,—1,2)y = -1 —1+0.2 = —1.8 < 0,
d.h. der Vektor y darf bei Lorentzkegeln nicht verwendet werden.

Welche Vektoren y € R™ darf man also bei einem gegebenen Kegel K wihlen, so
dass gilt:
Va,beR™: a>xb = y'a>y'b

Antwort: Dies sind alle Vektoren y, fiir welche y'a > 0 fiir alle @ mit a >x 0
gilt.
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Beweis. Ubungsaufgabe! O

Dementsprechend definieren wir den sogenannten dualen Kegel
K,:={yeR™: y'x fir alle x € K}.

Theorem 1.2. Ist K C R™ ein nichtleerer, abgeschlossener, spitzer Kegel mit

nichtleerem Inneren, so gilt dasselbe auch fiir den dualen Kegel K., und es ist
(K,). = K.

Wir betrachten nun die konische Optimierungsaufgabe
(KP) IIEH{CTLL’ . Ax — b >k 0}.
Dann gilt also fiir alle y € K, und alle zulédssigen x die Ungleichung
(ATy) Tz < by,

Wiihlen wir nun y € K, so dass ¢ = A"y gilt, dann erhalten wir also eine untere
Schranke fiir (KP). Das folgende duale Optimierungsproblem bestimmt die beste
dieser unteren Schranken:

(DKP) m;xx{bTy Aty =c, y >k, 0}

Aufgrund der Konstruktion gilt der schwache Dualitéitssatz fiir konische
Optimierungsprobleme:

Theorem 1.3. Seienz € K und y € K, mit Ax —b > 0 und ATy = c. Dann
ist ¢'x > by. Die Dualititsliicke c'x — b'y ist nichtnegativ.

Beispiel 1.4 (Steinersummenproblem). Es werden m Olbohrungen an den Orten
ai, ..., am € R? durchgefiihrt. Wo sollte der Olsammelbehdlter aufgestellt werden,
so dass die Gesamtlinge der Pipelines, die die a; mit dem Behdlter verbinden,
minimal wird?

Dies entspricht der Optimierungsaufgabe min,cg2 y i, ||a; — x||2 oder dquivalent
hierzu

min » t;
G
||CLZ'—LU||2 Stu 1= 1,...,m.
Es gilt daber

la;i =zl <t < (I ; ai) € L* (Lorentzkegel) & (tx) >1s (C(L)Z)

13



Wie sieht nun die duale Aufgabe von (S) aus? Es gilt L> = L3, d.h. der Lorentzke-
gel ist selbstdual. Weiter seien (f’) € L3 i=1,...,m, die Variablen der dualen

Aufgabe. Dann gilt £'x + 7;t; > & a;. Durch Summation aller Ungleichungen

erhalten wir nun
m

Z§;—$+Titi > zm:fjai-
i=1

i=1
Die linke Seite dieser Ungleichung soll nun den Wert > " erhalten. Die rechte
Seite der Ungleichung soll maximiert werden.

Somit soll Y°i" &l x + 1it; = Y it t; sein fir alle x € R? und alle zuldssigen t;.
Hieraus folgt nun offensichtlich

Zfizo und 7, =1,i=1,...,m.
i=1
Weiter entspricht

(5) el? der Bedingung L=m7>[|&]2

Ti
Somit ist die konisch duale Aufgabe
T . .
; Si =0, [[&Gll2 <1 llei=1,..., )
IQ?X{;&Z Gl > ¢ 1§illa < 1 fiir alle i m}

1=1

Ein konisches Optimierungsproblem heifit stark zuléssig, wenn es einen zuléssi-
gen Punkt im Inneren des Kegels K gibt.

Theorem 1.4 (starker Dualitidtssatz der konischen Optimierung). Wir betrach-
ten ein konisches Optimierungsproblem

(KP) ¢ =min{c'z: Az > b}
zusammen mit seinem dualen Problem
(DKP) b* = m;xx{bTy ATy =c, y >k, 0}

Dann gilt:

1. Die Dualitit ist symmetrisch, d.h. das duale Problem zu (DKP) ist wieder
das primale Problem (KP).

2. Wenn das primale Problem (KP) nach unten beschrinkt und stark zuldissig
ist, dann ist das duale Problem (DKP) losbar und ¢* = b*.

14



3. Wenn das duale Problem (DKP) nach oben beschrinkt und stark zuldissig
ist, dann ist das primale Problem (KP) lésbar und ¢* = b*.

4. Sind sowohl das primale als auch das duale Problem stark zuldssig, so sind
beide Problem losbar und die optimalen Zielfunktionswerte sind gleich, d.h.
=10

Folgerung 1.5. Seien das primale oder das duale Problem stark zuldssig und
beschrinkt. Fin Paar von primal bzw. dual zuldssigen Losungen (z,y) ist genau
dann optimal, wenn

1. die Dualititsliicke Null ist, d.h. ¢'x —b"y = 0, beziehungsweise wenn
2.y (Az — b) = 0 gilt (komplementdrer Schlupf).

Bei der konischen Dualitét wird also (imGegensatz zur linearen Optimierung)
stets die starke Zuléssigkeit gefordert. Doch benétigen wir die starke Zuléssigkeit
wirklich?

Beispiel 1.5. Gegeben sei das folgende Problem:

T1 — X2

min { z;: Ar—b= 1 >3 0}
T1,22,T3 T _'_ T
1 2

0

min { z;: (z1 —29)2 +1< 2 + 30}

Z1,22,T3

min { z: 1<4dxiz9, 1+ 22 > 0}

Z1,22,T3

min { z7: 1 <429, 21,29 > 0}
T1,22,T3

Dies entspricht dem Problem min{xy : xy > 0, zo > 1/(4x3)}. Bei dieser
Aufgabe ist offensichtlich der Zielfunktionswert durch Null beschrdnkt. Ausserdem
ist die Aufgabe stark zuldssig (sieche v = (1,1,1)7). Dennoch wird der optimale
Zielfunktionswert von keinem zuldssigen Punkt angenommen.

Ursache: Die duale Aufgabe lautet
max {—y1: y+ys=1, y1 —ys =0, (y1,%2,53) € L*}.

Y1,Y2,Y3

Diese Aufgabe besitzt nur einen einzigen zuldssigen Punkt (0.5,0,0.5), der aber
nicht im Inneren des Kegels liegt. Somit ist die duale Aufgabe nicht stark zuldssig.

Also kann ein konisches Optimierungsproblem stark zuldssig und beschriankt sein
und gleichzeitig unlosbar. Derartige Pathologien gibt es in der linearen Optimie-
rung nicht.
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2 Robustheit von konischen Optimierungspro-
blemen

2.1 Robuste Losbarkeit

Analog zu robusten linearen Problemen heifit eine konische Optimierungsaufgabe
(KP)

e robust zulissig, wenn alle hinreichend nahen Probleme zuléssig sind.

e robust unzulissig, wenn alle hinreichend nahen Probleme unzuléssig sind.

e robust beschrinkt, wenn alle hinreichend nahen Probleme beschrénkt
sind.

e robust unbeschrinkt, wenn alle hinreichend nahen Probleme unbe-
schrankt sind.

e l6sbar, wenn alle hinreichend nahen Probleme l6sbar sind.
Dabei ist ein Problem, das nicht robust zuléssig ist, nicht unbdingt robust un-
zuléssig.

Im folgenden nehmen wir stets an, dass K ein spitzer Kegel mit nichtleerem
Inneren ist.

Theorem 2.1 (robuste Zuléssigkeit). (KP) ist robust zulissig genau dann, wenn
(KP) stark zulissig ist. Dann ist auch (DKP) robust nach oben beschrdnkt.

Beweis. Sei 6 >k 0 . Ist (KP) robust zuléssig, so ist die Aufgabe
min{c'z: Az —b—15 >k 0}

zuldssig fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Eine zuléssige Losung eines perturbier-
ten Problems ist dann stark zuléssig fiir (KP). Die Umkehrung ist offensichtlich.

Sind alle hinreichend nahen Probleme zuléssig, so sind die zugehorigen dualen
Probleme wegen der schwachen Dualitét nach oben beschréankt. O

Theorem 2.2 (Losbarkeit von Ungleichungssystemen). Gegeben sei eine Unglei-
chung
Ax — b >k 0. (1)

Zeigen Sie die Giltigkeit der folgenden Aussagen:
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1. Die Ungleichung (I) besitzt keine Lisung, wenn ein \ existiert mit

A>g, 0, ATA=0, \"b>0. (1)

2. Wenn die Ungleichung (II) nicht losbar ist, so ist die Ungleichung (I) fast
losbar. D.h. fir alle € > 0 existiert ein V' mit ||b — V|| < €, so dass die
perturbierte Ungleichung Ax — b > 0 losbar ist.

3. Die Ungleichung (11) ist losbar genau dann, wenn (1) nicht fast l6sbar ist.
Beweis. Ubungsaufgabe! O
Mit Theorem 2.2 kénnen wir die folgende Aussage zur robusten Unzulissigkeit

beweisen.

Theorem 2.3 (Robuste Unzuléssigkeit). Die Aufgabe (KP) ist robust unzuldssig
genau dann, wenn das System

@) by=1 y'A=0, y=>x0
robust zuldssig ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn das System
(@ by=1, y'A=0, y>g 0
losbar ist.
Beweis. Angenommen, (ii) ist losbar. Wir beweisen: Alle Probleme, die gentigend

nahe bei (KP) liegen, haben keine zuléssige Losung.

Sei \* eine Losung von (ii). O.B.d.A. habe A vollen Spaltenrang. Fiir gentigend
kleine Perturbationen der Matrix A zu einer Matrix A’ hat auch A’ vollen Spal-
tenrang. Dann ist AT A’ = 0 losbar. Zusitzlich kann man fiir das perturbierte
Problem die Losung A(A’) so wihlen, dass A(A) = A* >k, 0 gilt und \(A') stetig
ist bzgl. A’. Somit ist auch A\(A") >, 0 fiir alle A’, die hinreichend nahe bei A
sind. Wir wihlen also eine Umgebung U von A so, dass A\(A") >k, 0 fiir alle
A" e U gilt.

Aufgrund der Voraussetzung gilt b' A\* = 1. Wegen der Stetigkeit gibt es somit
eine Umgebung V' von b und eine Umgebung U’ C U von A mit

VIAA) >0  firallet eV, A U,

d.h. fiir alle & € V' und A’ € U’ ist das System (II) aus Theorem 2.2 lésbar.
Somit sind aber alle Probleme

min{c 'z : Az —b > 0}
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mit b’ € V, A" € U’, unzulissig. Dies entspricht der robusten Unzuldssigkeit von
(KP).

Umgekehrt nehmen wir an, dass (KP) robust unzuléssig ist. Dann gibt es Umge-
bungen U von A und V von b, so dass alle Ungleichungssysteme A'x — b >x 0
mit A" € U, b € V, unzulassig sind. Diese Ungleichungssysteme sind offenbar
nicht fast l6sbar. Somit existiert fiir alle A" € U, b’ € V| ein A(A'; V') mit

VIMALY) >0, AMAW)TA=0, MAY) >k, 0

(sieche Theorem 2.2). Somit ist also (i) robust zuldssig, da man durch Normieren
der \(A', 1) stets ein Losung erhalt.

Es sei nun \g >, 0. Fiir hinreichend kleine positive € gilt dann A, := A+eb\] A €
U. Sei zusiitzlich € so gewihlt, dass e\jb > —1 gilt. Durch Ersetzen von A’ = A,
V =b, A=A V) und \* = X + €(A"b)\g erhalten wir dann

* T
Af=_ A ‘l‘E()\ b) )\0 >K, 0,
2K, 0 >0 >k,0
NTA=AT+eMTHN)A=AT(A+ebA]A) = \TA =0,
BN =b" A+ eb"Ag(ATh) >b"A—b"A=0.
>—1 0
- >

Somit ist auch das Ungleichungssystem (ii) losbar. O

Theorem 2.4 (Robuste Losbarkeit). Fiir ein konisches Optimierungsproblem
(KP) sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. (KP) ist robust zulissig und robust nach unten beschrinkt.
2. (KP) ist robust losbar.

3. (DKP) ist robust losbar.

4. (DKP) ist robust zulissig und robust nach oben beschrinkt.
5. (KP) und (DKP) sind beide stark zuldssig.

Insbesondere gilt, dass unter jeder der obigen dquivalenten Bedingungen (KP)
und (DKP) losbar sind und den gleichen optimalen Zielfunktionswert besitzen.

Beweis. (1. — 5.) : Wenn (KP) robust zuléssig ist, so ist es auch stark zulédssig
(Theorem 2.1). Wenn zusétzlich (KP) robust nach unten beschrinkt ist, so ist
(nach dem starken Dualitédtssatz) die Aufgabe (DKP) robust losbar. Insbesondere
ist also (DKP) robust zuléssig und somit auch stark zuléssig.
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(5. — 2.) : Da (KP) und (DKP) stark zuléssig sind, sind sie auch stark zuléssig
bei nicht zu groflen Perturbationen im Input. Wegen dem starken Dualitdtssatz
ist also (KP) robust losbar.

(2. — 1.) : Aus der robusten Losbarkeit folgt natiirlich auch die robuste Zuléassig-
keit und die robuste Beschranktheit.

Wir haben also die Aquivalenz der Aussagen 1., 2. und 5. gezeigt. Aufgrund der
Symmetrie von dualem und primalen Problem sind somit auch die Aussagen 3.,
4. und 5. dquivalent. U

2.2 Anwendung der konischen Optimierung:
Robuste lineare Optimierung

Es sei ein robustes lineares Optimierungsproblem
(LPy) min{c'z|a; r —b; >0, i=1,...,m}, (A bc)eU

mit einer Unsicherheitsmenge U gegeben.

In vielen Féllen kann man davon ausgehen, dass die Unsicherheitsmengen jeder
der m Ungleichungen durch Ellipsoide gegeben sind, die unabhéngig voneinander
gewahlt sind:

U=A{(ay,b1,a2,bo,...,0n,by,c) : Ju; mit u:ul <1, i=0,...,m,
(5) = () + o i=1cem
c=c" +POU0 }

Dabei sind die @} und b} die Nominalwerte. Die P;u; mit den Matrizen P; représen-
tieren die Perturbation der Daten. Die Bedingungen u; u; < 1 beschrinken die
Perturbationen auf Ellipsoide.

Wir zeigen nun, dass dieses robuste lineare Problem einem konischen, quadrati-
schen Optimierungsproblem entspricht.

Ein Vektor x ist robust zuldssig genau dann, wenn fiir alle : = 1,...,m gilt

< . T T : a; [UZ] a* P
0 < ui:ﬁﬁiﬁgl {al [wilx — bifu] <bz » b + Pu;
= aq Ty — b; + min { o ) }
wg:flug]| <1 -1
— a;kT:B —b - ||PT< 1) |2
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Also ist x robust zuléssig fiir das lineare Programm genau dann, wenn x die
Ungleichungen

||PiT< x1)||2 < a;-ka—bf, i=1,...,m
erfiillt. Analog hierzu kann die Kostenbedingung ¢z < t mit ¢ = ¢* + Pyug durch

die Ungleichung
e+ |P x|y <t

ausgedriickt werden. (LPy) ldsst sich also schreiben als

(RLP) mitn{t c P x|y < = Tx 4+t

HPI(_xl)HQ <a'z—b,i=1,...,m}

Wir kénnen also bei gegebener ellipsoidaler Unsicherheitsmenge ein robustes li-
neares Programm l6sen, indem wir das zugeordnete konische Optimierungspro-
gramm (RLP) 16sen.

Zum Optimieren {iber dem second order cone (Lorentzkegel) gibt es gute Software,
z.B. SeDuMi (open source) oder Mosek (kommerziell).

2.3 Anwendungsbeispiel: Robuste Synthese von Phased-
Array Antennen

Es wird eine monochromatisch aussendende Antenne mit Ursprung in (0,0, 0)
betrachtet.

Die Energieverteilung einer Antenne ist durch ihr Antennendiagramm D(¢) gege-
ben, wobei ¢ eine 3-dimensionale Richtung ist. Dies ist i.a. eine komplexe Funktion
D : R3® — C. Die in Richtung § abgestrahlte Energie ist |D(d)]?.

Wir betrachten eine aus k kleinen Antennenelementen D1 (d), ..., Dy(J) bestehen-
de Antenne. Thr Gesamtdiagramm D(9) bestimmt sich durch die D; und komplexe
Werte z;, mit welchen die Leistung und die Phasen der einzelnen Antennenele-
mente geregelt werden. Dabei gilt

k
i=1
Wir suchen nun Werte fiir die z;, so dass D(d) moglichst gut einem gewiinschten
Diagramm D*(4) entspricht.

Die Antennenelemente seien ringférmig, die x-y—Ebene sei die Erdoberfliche und
k = 10. Das Diagramm eines Rings (a < r < b) hidngt ab vom Winkel 6 zwischen
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der Ebene und dem Vektor . r ist hier der Abstand von einem Punkt zum
Ursprung. Das Diagramm eines Ringelements ist also gegeben durch 6 und (a, b).
Es lasst sich ausrechnen, dass

b 27
D,,(0) = %/ (/0 T COS (271‘7’% cos 0 cos gb) dgb) dr.

Dies ist eine reelle Funktion. A bezeichnet hier die Wellenlénge.

Wir mochten nun ein Diagramm erzeugen, das symmetrisch zur z-Achse und im
Kegel 7/2 > 6 > 7/2 — m/12 konzentriert ist. Somit besitzt das Zieldiagramm
D*(9) die folgenden Eigenschaften:

e D*(0) =0 fiir 6 € [0;7/2 —7/12].
e D*(6) strebt fiir 0 — /2 gegen 1.

Wir messen die Ahnlichkeit eines zusammengesetzten Diagramms zu D*(6) durch
den maximalen Abstand bei 120 festgelegten Winkeln (Gitterpunkten) im inter-
essanten Intervall:

1=1,...,120

10
D*(6) = > ;D 0, (61)
=1

Statt D, ., (0;) schreiben wir im Folgenden D;(6;). Weiter kénnen wir 0.B.d.A.
z; € R annehmen fiir alle j, da D* und die D, reell sind. Somit ist die folgende
Optimierungsaufgabe zu losen.

10
min {T : =1 < D*(6) — Z:chj(Gl) <7 l=1,..., 120} (Nom)
j=1

TER,z€R0

Dieses Problem (Nom) ist ein einfaches lineares Optimierungsproblem mit einer
Losung z3, j = 1,...,10. Die Werte z} beschreiben jedoch Charakteristiken von
physikalischen Systemen. In der Realitédt konnen diese Werte also i.A. nicht exakt
eingestellt werden. Wir nehmen an, dass die tatséichlichen Werte 27 um 0.1%
von den nominalen abweichen kénnen, d.h. fir j = 1,...,10 ist

U =pit mit 0999 < p; < 1.001.

Die p; sind Zufallsvariablen mit Mittelwert 1. Wir nehmen an, dass sie nicht
korreliert sind.

Man kann testen, wie stark sich kleine Anderungen in der Praxis auswirken,
indem man das Problem fiir zuféllige Werte p; innerhalb der gegebenen Grenzen
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berechnet. Es zeigt sich, dass dann die Abweichungen zum nominalen Optimum
sehr grof3 sind. Es ist also sinnvoll, einen robusten Ansatz zu wéhlen.

Die Unsicherheitsmenge U ist eine Box (vgl. Modellierung nach Soyster). Da aber
die p; Zufallsvariablen sind, ist es sehr unwahrscheinlich, dass alle gleichzeitig den
schlimmsten Fall +0.1% annehmen.

Die reale Abweichung ist 0;(x) = D*(6;) — Z;Ozlijij(el). Wir betrachten nun
eine der Ungleichungen

—7 < §(z) = D*(6)) — ijxj (%)

mit zufélligem p;. Fiir festes = ist dann §;(x) eine Zufallsvariable mit Mittelwert
0/ (z) = D*(6,) — 2;01% ;(6;) und Standardabweichung

az) = JE@() - b (2))?

< Kku(r)

mit £ = 0.001 und w(z) = \/Z] L 23D3(0;). Wir verwenden nun den folgenden

Ingenieursansatz: ,,Eine Zufallsvariable fluktuiert i.A. nicht mehr als das w-fache
ihrer Standardabweichung.“Héufig wird w = 3 gewéahlt.

Wir betrachten also nur alle Situationen mit |0;(z) — §; ()| < wkw (). Somit ist
die deterministische Version der Ungleichung (*)

—7 < 0/ (z) — wrw(x), 0 (z) + wruy(z) < 7.
Das robuste Optimierungsproblem ist somit
min 7

(Rob) 1Quz]|2 < D*(6)) Zx] 1=1,...,120

1Quz||ls < —D*(6)) +ijpj(el) +7, 1=1,...,120

mit @, = wkDiag(Dy(6,),. .., D10(6;)). Dies ist ein konisches Optimierungspro-
blem, welches die Form (RLP) besitzt. D.h. dieses Optimierungsproblem erhlt
man aus (Nom), wenn man ellipsoidale Unsicherheiten bei den D,(6;) verwendet:
10
Dj(0;) = D7 (0,) + D" (0)wrku;  mit Zu]— =1.

j=1
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Man erhélt bei Rechnungen, dass das robuste Diagramm viel ndher am Zieldia-
gramm ligt, als das nominale Diagramm. Auflerdem ist es robust gegenuber einer
Abweichung der Daten.

Warum ist die nominale Losung so instabil und warum ist die robuste Losung so
viel besser?

Die Unsicherheiten steigen in der Praxis mit der Gréfle der |x7|. Da diese aber
im gegebenen Beispiel recht grofl sind, ist die nominale Losung instabil. Durch
die Beschriankung ||Qz|2 < ... in der Aufgabe (Rob) werden die x; beschrinkt.
Somit sind die Losungen von (Rob) weniger instabil.

Dies ist typisch fiir viele Anwendungen: Die nominale Losung ist ,,in der Nahe des
Randes “der nominal zulédssigen Menge. Es existieren auch fast optimale Losungen
tief im Inneren der zuldssigen Losungsmenge, die im robusten Ansatz gefunden
werden. Perturbationen haben dann keinen grofien Effekt.

Bei der Losung von (Nom) wird kein Wert darauf gelegt, Losungen tief im Inneren
des zuléssigen Bereichs zu finden. Es kann also sein, dass das nominale Optimum
unzuléssig wird bei der Perturbation von Daten. Bei der Aufgabe (Rob) jedoch
wird eine fast optimale Losung gefunden, d.h. der Preis der Robustheit ist nicht
sehr hoch.

3 Robuste Modellierung allgemeiner Unsicher-
heitsmengen

Strategie: Wandle jede einzelne gegebene Ungleichung um in eine (oder mehre-
re) dquivalente explizite robuste Ungleichung(en). Was bedeutet hierbei ,, dquiva-
lent*“?

3.1 Repriasentierung von Ungleichungssystemen

Beispiel 3.1. Das Ungleichungssystem

1+ Xo
(%)

Ty — T2

—X + i)

(VAN VAN VAR VAN
I = S Y

—T1 — T2

ist eine dquivalente Reprdsentation von |xy| + |z2| < 1. Aber auch das Unglei-
chungssystem

—v; <21 <wvy, —va <X <y, v+vy <1 ()
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reprasentiert diese Menge, obwohl die Anzahl der Variablen und somit auch die
Zulissigkeitsbereiche verschieden sind.

Definition 3.1. Eine Menge X C R" x R¥ reprisentiert eine Menge X C R,
wenn gilt:
X ={z: Fv mit (z,v) € X1}

Ein Ungleichungssystem ST reprdsentiert ein System S, wenn die zuldissigen
Lésungen in ST die in S reprisentieren (d.h. wenn ein Punkt in S genau dann
zuldssig ist, wenn eine Erweiterung v existiert, so dass (x,v) zulissig in S ist).

Mit dieser Definition ist klar, dass (xx) tatséchlich (x) représentiert. Allgemeiner
wird die Ungleichung > 7 | |2;| <1 durch das Ungleichungssystem

j=1

reprasentiert. Mit der Darstellung () hétten wir zwar weniger Variablen, aber
2™ Ungleichungen benotigt. Schon an diesem kleinen Beispiel sieht man, dass es
unterschiedliche Représentierungen gibt, die sogar zwischen polynomieller und
exponentieller Grofle variieren kénnen.

Wir nehmen nun an, eine Ungleichung a'x > b variiert in einer Unsicherheits-
menge U, d.h. (‘;) € U. Es sei

(RU) a'z>b v(Z) evu.

(RU) ist ein System von unendlich vielen Ungleichungen und damit in dieser
Reprasentierung nicht praktisch behandelbar. Wir haben jedoch schon andere,
praktisch behandelbare Realisierungen gesehen:

e U variiert in einer Box==-LP-Modellierung nach Soyster (Kapitel 0.2)

e U variiert in einem Ellipsoid==Modellierung als konisches Optimierungs-
problem (Kapitel 2.2)

Bemerkungen:

1. Wenn die Unsicherheitsmenge U représentiert werden kann als Bild einer
anderen Menge U’ unter einer affinen Abbildung ( — £ = p+ P(, so kénnen
wir von der Perturbation £ zu ( iibergehen. Somit gilt Folgendes:
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2. Falls U eine einfache Struktur hat (Parallelotop, Ellipsoid etc.), kénnen wir
zur standardisierten Unsicherheitsmenge iibergehen. Denn: Ein Parallelotop
ist ein Einheitswiirfel unter einer affinen Abbildung. Ein Ellipsoid ist das
affine Bild einer Einheitskugel.

3. O.B.d.A. sei die Kostenfunktion ohne Unsicherheiten.

4. Die Bildung des zugeordneten robusten Optimierungsproblems geschieht
unabhingig voneinander fiir jede der Nebenbedingungen a/ z > b;. Jede
wird ersetzt durch ihr robustes Gegenstiick.

Diesselbe Konstruktion kann auf eine Unsicherheitmenge angewandt wer-
den, die das Kreuzprodukt von Unsicherheitsmengen U; ist, d.h. U = U; X
Uy x ... xU,,.

5. Wenn x robust zuléssig ist fiir ein robustes LP, dann bleibt x robust zuléassig,
wenn wir von U; zur konvexen Hiille convU; iibergehen. Dies gilt ebenfalls
fiir die AbschlieBung von U;. (Beweis: Ubungsaufgabe)

Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass die Unsicherheitsmengen U; kon-
vex und abgeschlossen sind.

Wir betrachten nun Unsicherheitsmengen von der Form

U= {(Z) = (Z) +g (g;)w () € z} (3.1)

Wenn z.B. Z ein Ellipsoid ist, dann entspricht dies unseren Betrachtungen aus
Kapitel 2.2. Wir betrachten nun Mengen Z, welche durch einen Kegel K wie folgt
gegeben sind:

Z={¢cR": Jvec R mit S¢+Qu+pec K} (3.2)

Dabei sei der Kegel K konvex, spitz, abgeschlossen und mit nichtleerem Inneren.
Falls K kein polyedrischer Kegel ist (d.h. K ist nicht der Schnitt endlich vieler
Halbebenen), so verlangen wir zusétzlich, dass es ein Element aus Z im Inneren
von K gibt, d.h. 3(£, ) mit S& + QU + p € intK.

Dann gilt folgendes Theorem:

Theorem 3.1 (Reprisentierung von (RU)). Sei Z durch (3.2) gegeben und sei
K polyedrisch oder stark zuldssig. Dann kann (RU) reprasentiert werden durch
das folgende endliche System von konischen Ungleichungen in Variablen x € R",
y € RE:

pTy S CL*TZE —

y' Q=0

(y'Sy=a/z—3, 1=1,...,n

y e K,
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Beweis. x ist zulédssig fir (RU) genau dann, wenn die folgenden #quivalenten
Ungleichungen gelten:

inf {a* "z — b* +Z€l (o x— ()} >0

¢ez
dlz] =1 c[x]

inf{c"[z]¢ + dla]} = 0

Inf{c'[2]¢} = —dfa]

gie%f {c"[x)€: SE4+Qu+pe K} > —d[x]

Die letzte Ungleichung sagt aus, dass = genau dann zuléissig ist fiir (RU), wenn
der Wert des konischen Problems

(KP) gienzf {c"[x)€: SE+Qu+pe K} > —d[z]

ist. Sei ein Element von Z im Inneren von K. Dann ist (K P) stark zulédssig. Wir
wenden dann den starken Dualitétssatz der konischen Optimierung an. Demnach
ist x genau dann zuléssig, wenn fiir das konisch duale Problem

(DKP)  max{-p'y|QTy=0, STy =clz], y € K*} > —d[z]
Yy

gilt. Da K stark zuléssig ist und (KP) beschrinkt, ist diese duale Aufgabe l6sbar,
d.h. das Maximum wird angenommen.

Wenn der Kegel K polyedrisch ist, so ist (K P) ein lineares Optimierungsproblem
und der Dualitédtssatz der linearen Optimierung ergibt dieselbe Folgerung.

Also: x ist zuléssig fiir (RU) genau dann, wenn (DK P) eine zuléssige Losung y
hat mit p'y < d[z]. O

Da der nichtnegative Orthant, der Lorenzkegel und der Kegel der positiv semi-
definiten Matrizen selbstdual sind, erhalten wir als Korollar:

Folgerung 3.2. Sei die Unsicherheitsmenge in (RU) durch eine Menge Z in der
Form (3.2) gegeben. Dabei sei

1. K polyedrisch, d.h. K =R"
2. K:= K| x Ky x...x K, mit Lorentzkegeln K;

3. K der Kegel der positiv semidefiniten Matrizen.
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In den Fdllen 2. und 3. existiere ein Punkt aus Z im Inneren von K. Dann ist
die robuste Modellierung von (RU) mdéglich tber:

in 1. lineare Ungleichungen
in 2. konische quadratische Ungleichungen
i 3. lineare Matrizxungleichungen

Die Grofle der Reprdisentierung ist polynomiell beschrdinkt in der Zahl der Varia-
blen in (RU) und der Grifle der Beschreibung von Z.

3.2 Beispielaufgaben

Beispiel 3.2. Sei die nominale Ungleichung —7x1 + 5xo > 2 gegeben. Die Unsi-
cherheitsmenge U sei

aq —7 1 0
U= [¢5) = 5) + 0 U + —2 U : U E Z
b 2 ) -1

3:{(“1) Dy > 1, 2uQ+u123}.
U2

Die Menge Z erhdlt keinen Nullvektor und ist somit kein Kegel. Sie kann jedoch
reprdasentiert werden durch

2={(1): ()« (5) ex)
o= { () vzoneanzo)

Wir wollen nun Theorem 3.1 anwenden. In die Formeln von wird also folgendes
eingesetzt:

at = <_57)7 b*:2, a = ((1))7 61:57 Qg = (_02)7 62:—1
—1 10 0 0
() (1) e (22)

Die Ungleichung p'y < a*"x—b* entspricht somit —y; —ys < —721 4529 —2. Die
Ungleichung y' Q = 0 ist redundant. Da S eine Einheitsmatriz ist, gilt (y'S), =
Yy, d.h. y1 = x1 —5 und yo = —2x5+ 1. Die Bedingung y € K, entspricht y; > 0,

mit dem Kegel
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Yo > 0 und 2y, — yo > 0. Also erhalten wir das Ungleichungssystem

—y1 — Y2 < —Tx1+ 519 — 2
y1 = T1—95
Y2 = —2x2+1
200 —y2 =2 0, 120, y2>0.

Mit den beiden Gleichungen kénnen wir nun die y-Variablen ersetzen. Wir er-
halten nach einigen Umformungsschritten:

201 +2 <9, w3<1/2, x1+4x9>5.5.

Diese Bedingungen sind widerspriichlich, d.h. es existiert keine robust zuldssige
Losung fiir die gegebene Ungleichung und die angegebene Unsicherheitsmenge.

Héaufig ist der Kegel K in der Repréasentierung von Z das Kreuzprodukt einfacher
Kegel K = Ky x ... x K, d.h.

Z:{SGR” 31}1,...,1}t mit Sz§+QzUz+pz€Kz> Zzl,,t}

Folgerung 3.3. Ist der Kegel K in der Reprdsentierung von Z das Kreuzpro-
dukt von Kegeln K, ..., K;, so ist die robuste Modellierung von Theorem 3.1 in
Variablen x, vy, ...,y wie folgt gegeben:

t
Zp;l’yZ S CL*TLU —
i=1

t
D yQi=0
i=1

t

Z(?J;Si)zzozfx—ﬂl, Il=1,....n

=1
Yi € (Ky)s, i=1,...,t

Beweis. Ubungsaufgabe! O

Beispiel 3.3. Z sei der Schnitt von einem Wiirfel mit einem Ellipsoid, d.h.

n

Z=q§ER": —-1<§<1 Vi=1,...,n, Z(fl/gl)2§7°

=1

Dabei sind r > 0, oq,...,0, als Parameter gegeben.
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In der Reprdsentierung Z2 = {£ € R" : S1€+p1 € K1, Sof + pa € Ko} kann
folgendes gewdhlt werden:

s () () me{() )
S (), ne() e i)

Dabei bezeichnet 0,, einen Nullvektor mit n Fintrdgen, E, die n-dimensionale
Finheitsmatriz und diag(1/0;)}, eine n x n-Diagonalmatriz mit den Eintrdgen

1/oy,...,1/0,.

Der Kegel Ky ist ein Lorentzkegel und somit selbstdual. Fir den dualen Kegel von

(). = {(t) -t el = Z||}

(siche Aufgabe 1 des 3. Ubungsblattes). Das Ungleichungssystem
a'w>b Va;b =[a b+ Gla B mité e Z
=1

kann somit wie folgt modelliert werden:

(i) mArm<az—b

(@)  (m+diag(lfo)iymph =a'e—F,  1=1,...n

(1i1) lmls <7 wegen(?_l> € (K1)
1

() el <7 wegenczz) € K.
)

Mit den Ungleichungen (iii) und (iv) konnen wir nun o.B.d.A. die Variablen 1
und Ty elliminieren. Wir erhalten somit das folgende Ungleichungssystem:

Imlls +rlmll. < o'e—b

(7]1 + diag(l/ai)?zlng)l = OélTLL’ — 6[, [ = 1, ooy n.

3.3 Robuste Modellierung von Zufallsungleichungen

Bisher waren die Unsicherheitsmengen ,unbekannt, aber beschriankt“. Wir ha-
ben Aussagen der folgenden Form betrachtet: ,,Falls man annehmen kann, dass
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alle Parameter nicht mehr als 15% schwanken, werden wir auf jeden Fall iiber-
leben.“ Es gab keine Aussagen dariiber, was bei 15.1% passiert. Um ,auf der
sicheren Seite“ zu sein, konnen wir die Unsicherheitsmenge U vergrofiern.

In einigen Anwendungen soll jedoch ein stochastisches Modell robust modelliert
werden. Wir betrachten also die folgende Zufallsungleichung

. L
(RZU) a'x <b mit (Z) = <Z*> + lz_l:ul (gll)

u sei eine Zufallsvariable mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P und einem
Erwartungswert F.

Wir suchen eine Modellierung in der Form

L L
(PRU) p(z) = Prob {u\ a Tz + ZulalTx > b 4 Zulﬂl} <e

=1 =1

mit kleinem e € (0;1), d.h. die Ungleichung a2 < b soll mit der Wahrscheinlich-
keit 1 — e erfiillt sein.

[LA. ist es schwierig diese Wahrscheinlichkeiten auszurechnen. Darum wird jede
Zufallsungleichung durch ihre rechnerisch behandelbare sichere Approximation
ersetzt.

Definition 3.2 (sichere Approximation). Es sei die Zufallsungleichung (PRU)
gegeben mit € € (0;1) und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P. Sei S ein Un-
gleichungssystem mit Variablen x und evtl. zusdtzlichen Variablen v. S ist ei-
ne sichere Approximation von (PRU), wenn die z-Komponenten jeder zuldssigen
Losung (%) von S zulissig sind fiir (PRU). Ist S effizient berechenbar, so heifit
S rechnerisch behandelbar.

Sei 0.B.d.A. der Erwartungswert E(u) = 0 (sonst Skalierung) und seien die wy,
[ =1,..., L unabhingige Variablen mit |u;| < 1. Wir untersuchen nun die Un-
gleichung

L
n= Zul(alT:)s —B) <b* —aa (3.3)
=1

n ist in der Ungleichung (3.3) fiir festes x eine Zufallsvariable mit Erwartungswert
0 und der Standardabweichung

o(n) = Zazx—ﬁl E(uf) < Zazx—ﬁl (3.4)
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wegen |u;| < 1. Ungleichung (PRU) bedeutet somit, dass die Ungleichung (3.3)
mit Wahrscheinlichkeit 1 — e erfiillt sein soll.

Wie schon beim Antennenproblem verwenden wir den folgenden Ingenieursan-
satz:

,Eine zuféllige Variable ist 'niemals’ grofler als ihr Mittelwert plus €2 mal die
Standardabweichung.“Dabei ist 2 = 3 ein Sicherheitsparameter.

Wenn also 1 'niemals’ grofler ist als Qo(n), so ist die 'sichere’ Version von (3.3)
die Ungleichung

L
(SPRU) 0 Z(a?z —B3)2<b —a 'z

=1

Wenn  entsprechend gewéhlt wird, erfiillt jede zuléssige Losung von (SPRU)
mit Wahrscheinlichkeit > 1 — € die Ungleichung a'z <b.

Der Ingenieursansatz wird durch das folgende Lemma bestétigt und nochmal
konkretisiert:

Lemma 3.4. Seien z;, | = 1,..., L deterministische Koeffizienten und u;, | =
1,..., L unabhingige Zufallsvariablen mit Mittelwert 0 und Werten in [—1;1].
Dann ist

L L
Prob ¢ u Zzlul > () sz < exp (—Q%/2) vQ > 0.
=1 =1

Beispielsweise ist fiir Q=526 — Prob(...) <1075,
Q=744 — Prob(...) < 107"

Aus dem Lemma folgt nun

L
Prob [ n> Q| (afz—3)* | <exp(-0%/2)  vQ>0.
=1
Folgerung 3.5. Ist E(u) = 0 und w, € [—1;1] fir alle l = 1,...,L, so ist
(SPRU) eine rechnerisch behandelbare sichere Approximation der Zufallsunglei-
chung mit

L L
Prob <a*Tx + ZulalT:B > b" + Zulﬁl) < exp (—Q%/2).

=1 =1

Insbesondere ist mit Q0 > \/2In1/e (SPRU) eine rechnerisch behandelbare siche-
re Approximation der Zufallsungleichung (PRU).
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(SPRU) ist nichts anderes als das robuste Gegenstiick einer linearen Ungleichung
mit ellipsoidaler Unsicherheit. Bei der Antennenanwendung haben wir genau die
rechnerisch behandelbare sichere Approximation benutzt.

Diskussion:

e Wenn man weif}; dass die Unsicherheiten nur in einem Ellipsoid variieren,
ergibt die robuste Modellierung mit Ellipsoid eine 100%ig erfiillte Unglei-
chung.

e Wenn man den Ingenieursansatz iiber die Zufallsungleichung macht, ergibt
sich eine analoge Ungleichung mit ellipsoidaler Unsicherheit. Diese model-
liert, dass zufiillige Variablen i.a. nicht allzu stark von ihrem Mittelwert
abweichen.

Wenn die Ungleichung (SPRU) erfiillt ist, ist die urspriingliche Zufallsun-
gleichung a"z < b mit Wahrscheinlichkeit 1 — exp(—Q?/2) erfiillt. Zum
Beispiel fiir €2 = 7.44 ist diese Wahrscheinlichkeit fast 1.

e In dieser Modellierung kann man die Sicherheit vergréfern durch Vergréfiern
von €2. In einer stochastischen Modellierung ist das i.a. nicht so einfach
moglich, da man nicht nur die Wahrscheinlichkeit eines Events erhchen,
sondern auch die Wahrscheinlichkeit fiir unliebsame Events verringern muss.

e Angenommen, fiir alle Zufallsvariablen wu; gilt w; € [—1,1]. Wenn Q gro8
ist, haben wir bei Wahl von Z = Ballg = {{ : ||£]|2 < Q} eine hohe Si-
cherheit gegeniiber von Perturbationen. Diese Sicherheit ist bei Wahl von
Z = Box; ={¢: |&| < 1Vi} sogar 100%-ig. Bei unseren Optimierungsauf-
gaben wollen wir jedoch auch moglichst gute Zielfunktionswerte erhalten.
Aus diesem Grund sollte Z moglichst klein sein bei gleichzeitiger hoher Si-
cherheit. Dies kann erreicht werden durch die Wahl von Z = Ballg N Box;.
Wir konnen also die gegebenen Ungleichung analog zu Beispiel 3.3 mo-
dellieren und erhalten dennoch die gleiche Sicherheit wie bei Z = Ballg
(Ubungsaufgabe).

Anwendung: Single-Period Portfolio-Auswahl Problem

Gegeben seien 200 mogliche Wertpapiere (Assets). Anlage 200 bedeutet, das Geld
festverzinslich mit 5.0% bei der Bank zu belassen. Die Gewinne r;, [ = 1,...,199,
der anderen Anlagen seien zuféllige unabhéngige Variablen, welche Werte im
Interval [p; — si5 0 + ;) mit Erwartungswert p; annehmen. Es sei in unserem
Beispiel

200 —1 200 —1{

109 51 =0.05+0.6 199

(Die Wertpapiere sind also so sortiert, dass die Werte von g, und o; fallen mit
wachsendem [.)

= 1.05+0.3
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Ziel: Verteile 1 Euro auf die Assets derart, dass das Value-at-Risk (VaR) des
resultierenden Portfolios maximal wird, wobei das Risiko hochstens € < 0.5%
betragen darf.

Es ist also das lineare Programm

199 200
max{ t Zrlyz+7’2ooy2oo—t20, Zyzzl, Ui ZO‘v’lzl,...,QOO}

,t
v =1 =1

zu 16sen. Dabei gibt y; das Kapital an, das in Asset [ investiert wird. Die Gewinne
r; enthalten Unsicherheiten. Es gilt

rr=w+s& fir =1,...,199, 7900 = 1.05,

wobei die & unabhéngige Zufallsvariablen sind mit Mittelwert 0 und Werten in
[—1;1]. Es sei x = (i’) Das lineare Programm kénnen wir nun auch in der Form

max Too1
199 T 199
(a) (@* + Z&Oéz> T — (b* +Y 5151) >0
=1 =1
200

(¢) >0, [=1,...,200

schreiben mit a* = (p1, ..., ft199, 7200, —1) ", oy = sl und B = 0 fiir alle [ =
1,...,199 (dabei ist e € R*! der l-te Einheitsvektor) und b* = 0. Nur die
Ungleichung (a) enthélt Unsicherheiten.

Die Ungleichung (a) entspricht also einer Ungleichung

199
aTx>b  mit a0 = [ 0]+ Y Gl Bl €€ Z.
=1

Wir wollen die robusten Losungen fiir Z = Box; und Z = Box; N Ballg mit
2 :=/2In1/e = 3.255 miteinander vergleichen.

Sei Z =Box; ={¢: & e [-1;1], L =1,...,199}, d.h. die stochastische Natur
der Variablen wird ignoriert. Das Problem kann mit der Modellierung von Soyster
gelost werden. Man erhélt dann eine lineare Optimierungsaufgabe, bei welcher
die worst-case Gewinne r;” " = — s; ausschlaggebend sind. Da diese Gewinne
kleiner sind als die Festverzinsung bei der Bank, ist die optimale Strategie, das

Geld bei der Bank zu belassen und 5% Profit zu erhalten.
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Sei nun Z = Box; N Ballg. Dann kénnen wir die Ungleichung (a) ersetzen durch
die Ungleichungen

12l + Quwlle <a* Tz —b, ztw=o/z—F VI=1,...,199

(siche Beispiel 3.3). Wir erhalten durch Einsetzen der urspriinglichen Variablen
das folgende robuste Problem:

199 199
max ¢ t: 1< ;ulyl + 1.05ya00 — 3.255 ;wf — ; El

a4+w=sy Vi=1,...,199,
200
du=1Ly>0 vzz1,...,200}.
=1

Z.B. mit SeDuMi erhalten wir nun eine robuste optimale Lésung mit einem Op-
timalwert OPT = 1.1200, d.h. wir haben 12% Profit bei modelliertem Risiko von
0.5%.

Also erhalten wir bei Einbeziehung der stochastischen Natur der Daten mehr als
doppelt soviel Profit wie bei der Strategie mit Z = Box;.

3.4 Globalisierte robuste Modellierung linearer Optimie-
rungsprobleme

Bei einigen Anwendungen ist die Verletzung von Nebenbedingungen zwar nicht
erwiinscht, kann aber bis zu einem gewissen Grad toleriert werden. Z.B. kénnen
evtl. ,Notfallplane“in Kraft treten, indem weitere Resourcen eingekauft werden.
Solche Bedingungen nennen wir ,, weiche“Ungleichungen.

Wir betrachten eine unsichere weiche Ungleichung
L T L
(a* +) g@) r>b Y LB (3.5)
=1 =1

U, bezeichne die Menge aller moglichen Unsicherheiten und U die ,normalen“Un-
sicherheiten. Dabei ist U C U,.

Wir fordern nun:

(F1) Fiir alle £ € U soll die Ungleichung (3.5) weiterhin von einer Losung z
erfiillt werden.

34



(F2) Fir & € Uy \U soll die Verletzung von (3.5) beschrinkt sein durch ein
konstantes Vielfaches der ,,Entfernung“von & zu U.

Die Forderungen (F1) und (F2) lassen sich fiir (3.5) durch folgende Modellierung
realisieren:

L L T
<b* + Z&@) — <a* + Z&al> x < s-dist(&,U) VéEeU.
=1 1=1

s > 0 ist eine (evtl. gegebene) , globale Sensitivitat*.

Annahmen:

1. Die normalen Unsicherheiten U sind nichtleer, abgeschlossen und konvex.

2. Die mogliche Unsicherheitsmenge U, ist die Summe von U und einem (ab-
geschlossenen) Kegel K:

Us={e=€+¢": €el, & cK).

3. Die Entfernung eines Punktes ¢ € U, zu U ist definiert iiber eine beliebige
aber festgelegte geeignete Norm || - || im R™

dlSt(€7 U7 K) = l?,f{||€ - 5,” : 5, € U> 5 - 6/ S K}

Wir nennen ein Tupel (U, K, || - ||) eine Perturbationsstruktur.

Definition 3.3. Seien s > 0 und die Perturbationsstruktur (U, K, || - ||) gege-
ben. x ist global robust zulissig fir (3.5) mit globaler Sensitivitit s, wenn x die
Ungleichung

L T L
(a* + Z&al> x>0+ Z&ﬂl —s-dist(¢, U, K) (3.6)
=1

=1

erfillt fir alle§ € Uy, = U+ K. (5.6) heifit die zur Perturbationsstruktur gehéoren-
de robuste Modellierung von (3.5).

Bemerkungen:

1. Fir K = {0} ist (3.6) die normale robuste Modellierung.

2. Fiir verschiedene Ungleichungen kénnen auch verschiedene Sensitivitédten
gewahlt werden.

35



3. Die Sensitivitdten konnen als Variablen aufgefasst werden, die man evtl.
durch weitere (lineare) Ungleichungen in der Grofie beschrinken kann. Man
kann iiber die x-Variablen und die Sensitivitdten gleichzeitig optimieren.
Hierbei ist dann i.A. die Zielfunktion zusammengesetzt aus der original
Zielfunktion plus einer (gewichteten) Summe der Sensitivitaten.

Die rechnerische Behandelbarkeit kliart das folgende Theorem:

Theorem 3.6. Ein Vektor x ist globalisiert robust zuldssig (d.h. erfillt (3.6))
genau dann, wenn x das folgende Paar von Ungleichungen erfiillt:

L T L
(a) (a* + Zﬁlal> r>b"+ Z&ﬂl veEeU
=1 =1
L T L
(b) (Z ulal> x> Zulﬁl -5 VueU:={ueK: ||lu| <1}.
=1 =1

Beweis. Ubungsaufgabe U

Das Theorem besagt, dass die robuste Modellierung von einer globalisierten Un-
gleichung &quivalent ist zu einem Paar jeweils unendlich vieler Ungleichungen
(semi-infinite Ungleichungen). Fiir diese konnen mit den Methoden aus Kapi-
tel 3.1 effiziente Représentierungen gefunden werden.

Beispiel 3.4. 1. U = {¢: & < m, | = 1,...,L} sei ein Parallelotop,
K =R und ||| := || |l:. Die Ungleichung (a) aus Theorem 5.6 entspricht

dann
L

aTx— Zrl\o/x -6 >0

I=1
und (b) entspricht
\O/Tx—ﬂl|§s, l=1,... L.

2. Sei U ={&: Y1, &/o? <} ein Ellipsoid, K = RY und || - || := || - ||a-
Die Ungleichung (a) aus Theorem 3.6 entspricht dann

L
alr—r Zal?(ozl:c — ) > b
=1

und (b) entspricht

L
Zmin[O, otz — B2 <s.
=1
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